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本 书 对 非 寿 险 数 学 做 了 一 个 全 面 详尽 的 概述 ， 内 容 包括 期 望 效用 模型 、 
个 体 风 险 模型 、 聚 合 风险 模型 、 破 产 概率 、 保 费 原理 、 奖 惩 系统 、 信 度 理论 、 
广义 线性 模型 、IBNR 技巧 和 风险 排序 . 为 了 便于 教学 ， 书 中 收入 了 丰富 的 例 
题 ， 章 末 附 有 习题 ， 书 中 的 内 容 和 方法 也 适用 于 非 寿险 的 研究 ， 精 算 领域 其 
它 分 支 学 科 的 研究 ， 以 及 在 精算 实务 中 的 应 用 研究 . 
本 书 可 作为 精算 学 、 概 率 统计 及 有 很 强 保险 背景 的 定量 金融 、 经 济 学 专 
业 本 科 高 年 级 学 生 和 研究 生 的 教材 ， 也 可 供 有 关 科研 人 员 参 考 . 
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中 文 版 序 ! 


KA 25 年 前 , 本 书 第 一 、 二 作者 开始 在 Amsterdam 大 学 和 K. U. Leuven 大 
学 讲授 非 寿 险 精算 学 . 那 时 我 们 找 不 到 一 本 真正 适用 的 教材 , 于 是 只 好 对 自己 的 
讲义 一 遍 遍 地 进行 修改 、 增 补 , 逐渐 形成 了 本 书 的 荷兰 文 版 本 . 之 后 , 我 们 把 本 书 
由 荷兰 文 翻译 成 英文 ， 又 邀请 现在 的 译 者 把 它 由 英文 翻译 成 中 文 . 我 们 这 样 做 的 
初衷 是 使 尽 可 能 多 的 读者 能 够 避 开 如 我 们 当初 撰写 本 书 时 走 过 的 一 些 弯路 ， 从 而 
尽快 进入 精算 风险 理论 领域 . 

在 本 书 的 形成 过 程 中 , 我 们 认真 挑选 了 一 些 与 精算 学 的 理论 和 实践 紧密 相关 
的 内 容 . 除了 传统 的 非 寿 险 精算 学 内 容 ， 如 Panjer 递归 公式 、 经 典 破产 理论 以 及 
信 度 理论 外 , 我 们 还 收录 了 广义 线性 模型 、IBNR 理论 以 及 风险 排序 、 同 单调 等 . 

我 们 有 幸 于 2004 年 初 访问 了 中 国 的 一 些 高 校 , 在 访问 期 间 就 精算 学 的 教学 和 
科研 等 问题 与 中 国学 者 们 进行 了 有 益 的 探讨 . 在 此 , 我 们 感谢 严 加 安 教授 (中 国 科 
学 院 数学 与 系统 科学 研究 院 )， 吴 荣 教 授 (南开 大 学 数学 系 )， 吴 岚 教授 (北京 大 学 金 
融 数 学 系 ),， 林 正 炎 教授 (浙江 大 学 数学 系 )， 王 过 京 教授 (苏州 大 学 数学 系 ), 汪 荣 明教 
授 ( 华 东 师 范 大 学 统计 系 )， 张 文 修 教授 、 梅 长 林 教授 (西安 交通 大 学 理学 院 )， 以 及 
吴 启 宏 教授 (香港 大 学 统计 与 精算 系 ) 等 . 我 们 希望 将 来 能 够 与 包括 上 述 同仁 在 内 
的 中 国学 者 们 进行 更 广泛 的 交流 与 合作 ,这 无 疑 会 使 得 广大 的 精算 考生 从 中 受益 . 

我 们 还 希望 借 此 机 会 感谢 我 们 的 同事 唐 启 稚 博 士 ， 这 不 仅 因为 他 在 整个 翻译 
过 程 中 付出 的 大 量 劳动 , 更 因为 他 在 过 去 两 年 在 Amsterdam 大 学 进行 博士 后 研究 
期 间 卓 有 成 效 的 科研 成 果 和 令 人 愉快 的 合作 精神 . 我 们 为 本 书 中 译本 的 成 功 问世 
而 向 胡 太 忠 教授 和 成 世 学 教授 表示 衷心 的 祝贺 和 感谢 . 此 外 ，Elias Shiu 教授 
(Iowa 大 学 统计 与 精算 系 )、 严 加 安 教授 、 杨 海 亮 教授 (香港 大 学 统计 与 精算 系 ) 等 
为 发 起 这 一 计划 提供 过 大 量 的 支持 , 我 们 一 并 致谢 . 


R. 卡尔 斯 (Amsterdam) 

M.J. 胡 法 兹 (Leuven) 

J. 达 呐 (Leuven) 

M. 狄 尼 特 (Louvain-la-Neuve) 


1 本 书 英文 版 的 相关 介绍 详 见 http://www1.fee.uva.nl/ke/act/people/kaas/ModernART .htm 


英文 版 序 


风险 理论 已 经 被 公认 为 是 精算 学 教育 中 一 门 重要 的 学 科 ， 这 可 以 由 精算 学 会 
列 出 的 教学 大 纲 以 及 精算 咨询 委员 会 的 推荐 意见 中 得 到 验证 ， 从 而 这 一 领域 急需 
一 本 内 容 取 材 广泛 的 教科 书 . 

欣 闻 这 本 关于 风险 理论 的 新 书 问世 , 我 很 高 兴 ,该 书 在 许多 方面 具有 开创 性 
的 意义 . 用 溜冰 或 者 健身 术 的 行 话 来 说 , 本 教程 由 两 部 分 构成 , 其 一 是 必须 掌握 的 
规定 部 分 , 其 二 是 可 以 自由 选择 的 部 分 . 这 必须 掌握 的 第 一 部 分 包括 第 1~4 章 , 它 
们 与 精算 学 会 指定 的 官方 材料 相当 . 这 个 特点 也 使 得 精算 考生 可 以 很 好 地 使 用 本 
书 去 准备 他 们 的 考试 ,本 书 的 其 余 章节 具有 更 自由 的 写作 风格 , 例如 第 10 章 风险 
HF, 正 是 该 书 作者 们 潜心 研究 的 领域 . 在 此 ,我 特别 强调 一 下 第 8 章 , 就 本 人 所 
知 ， 这 部 分 内 容 应 该 是 风险 理论 中 第 一 次 以 书 的 方式 介绍 广义 线性 模型 ， 

AMEB, 作者 们 为 使 这 本 著作 便于 为 教学 使 用 而 特意 做 了 许多 努力 , 清晰 
的 写作 语言 和 内 容 丰 富 的 习题 便 是 佐证 . 因此 , 我 大 力 推 荐 这 本 专著 作为 教科 书 
使 用 . 

我 为 这 一 作品 的 问世 而 向 作者 们 表示 祝贺 , 同时 也 愿 以 广大 师 生 的 名 义 向 他 
们 表示 感谢 , 衷心 感谢 他 们 为 把 本 书 翻 译 成 英文 而 做 的 辛勤 劳动 . 我 确信 , 本 书 作 
为 教材 一 定 能 成 功 地 为 精算 师 生 所 广泛 使 用 . 


H. U. Gerber 
2001 年 10 H 3 HF Lausanne 
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本 书 对 非 寿 险 数学 做 了 一 个 全 面 而 详尽 的 概述 . 本 书 最 初 是 为 Amsterdam 大 
学 和 Leuven 大 学 的 精算 学 教学 而 写 的 , 但 它 的 荷兰 文 版 本 已 被 其 它 几 所 大 学 以 及 
荷兰 精算 学 会 所 使 用 . 本 书 为 希望 在 精算 科学 领域 做 深入 理论 研究 的 读者 提供 一 
个 衔接 . 书 中 的 内 容 和 方法 不 但 适用 于 非 寿险 的 研究 ,而 且 同样 适用 于 精算 科学 
领域 中 其 它 分 支 的 研究 ， 以 及 在 精算 实务 中 的 应 用 研究 

本 书 除了 一 些 标准 理论 外 , 还 包括 许多 与 精算 实务 息息相关 的 研究 方法 ， 如 
汽车 保险 保单 的 评估 、 保 费 原理 以 及 IBNR 模型 等 . 同时 , 广义 线性 模型 作为 重 
要 的 精算 统计 工具 也 被 囊括 在 书 中 ， 该 模型 呈现 出 一 些 普通 线性 模型 和 回归 所 不 
具备 的 新 特征 ,从 而 为 计量 经 济 学 家 喜好 . 此 外 , 我 们 还 对 信 度 理论 给 出 一 个 简短 
的 导 引 . 书 中 另 一 个 能 够 激 起 风险 理论 专家 浓厚 兴趣 的 专题 是 对 风险 排序 的 研究 

本 书 可 以 反映 精算 风险 理论 领域 研究 的 现状 . 书 中 收录 的 大 量 成 果 均 为 上 个 
世纪 最 后 10 年 在 精算 领域 发 表 的 最 新 成 果 . 


研究 的 模型 和 范例 


在 人 寿 保险 学 的 模型 中 一 个 基本 的 特征 是 时 间 要 素 ,一 般 来 说 ,由 起 初 的 交 
纳 保费 到 后 来 领取 相应 的 养老 金 之 间 的 时 间 跨 度 是 几 十 年 . 在 非 寿 险 数学 中 这 种 
时 间 特 征 就 显得 不 那么 突出 了 ,然而 需要 建立 的 统计 模型 一 般 会 更 复杂 一 些 . 本 
书 前 五 章 的 内 容 属 于 非 寿险 精算 学 的 基础 部 分 ,其余 章节 简明 扼要 地 介绍 一 些 被 
传统 的 观点 认为 属于 非 寿 险 精 算 学 的 其 它 课题 . 

1， 期 望 效用 模型 

保险 人 的 存在 是 可 以 用 期 望 效用 模型 进行 解释 的 一 个 最 好 的 例子 . 在 期 望 效 
用 模型 中 ,被 保险 人 是 一 个 风险 厌恶 型 的 理性 决策 者 ， 为 了 争取 一 个 安全 的 金融 
地 位 ， 由 Jensen FER, 他 会 心甘情愿 地 付 给 保险 人 比 自己 面临 的 理赔 额 期 望 值 
多 的 保费 . 这 是 一 个 要 在 不 确定 的 情况 下 进行 决策 的 体系 , 在 这 一 体系 下 , 被 保险 
人 做 决策 凭借 的 不 是 直接 比较 赔付 额 期 望 的 大 小 , 而 是 比较 与 赔付 额 密切 相关 的 
期 望 效用 

2. 个 体 风险 模型 

在 个 体 风 险 模型 以 及 下 面 要 提 到 的 聚合 风险 模型 中 , 关于 保险 合同 的 一 个 风 
险 组 合 的 总 理赔 额 常常 被 表示 为 一 个 具有 一 定 含义 的 随机 变量 . 举例 来 说 , 我 们 
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需要 计算 事件 “一 定 的 资金 足以 赔付 这 些 理赔 ”的 概率 , 或 者 计算 该 风险 组 合 的 水 
P 95% 的 在 险 价值 (VaR), 即 该 风险 组 合 累 计 分 布 函 数 的 95 色 的 分 位 点 . 在 个 体 
模型 中 , 理赔 总 额 被 建 模 为 由 各 保单 生成 的 独立 理赔 变量 之 和 . 这 些 理赔 往往 不 
可 以 假设 为 纯 离散 或 者 纯 连续 的 随机 变量 . 对 此 我 们 将 提出 能 够 涵盖 上 述 两 种 情 
况 的 一 个 记号 . 尽管 个 体 风险 模型 是 最 现实 合理 的 , 但 是 由 于 我 们 可 获得 的 是 被 
取 整 后 的 数据 ,而 且 不 总 是 具有 密度 函数 ,该 模型 有 时 使 用 起 来 很 不 方便 . ATK 
得 这 一 模型 下 的 许多 结果 ， 我 们 将 研究 不 同 于 卷 积 的 其 它 手法 ， 如 在 一 些 特殊 场 
合 我 们 采用 类 似 于 和 矩 母 函 数 的 那样 变换 会 有 益 于 问题 的 解决 . 我 们 也 给 出 基于 分 
布 函 数 适 当 阶 矩 的 逼近 手法 . 由 于 中 心 极 限定 理 只 涉及 到 两 个 矩 ， 对 于 一 些 右 尾 
很 重 的 分 布 函数 来 说 ， 它 不 可 能 提供 足够 的 精度 . 于 是 我 们 尝试 两 种 涉及 到 分 布 
函数 三 个 矩 的 更 精确 的 方法 ， 它 们 是 平移 伽 玛 近似 和 正 态 功效 近似 . 

3， 聚 合 风险 模型 

聚合 风险 模型 常常 被 用 来 近似 个 体 风险 模型 . 在 聚合 风险 模型 中 ,风险 组 合 
被 看 作 是 一 个 随 着 时 间 变 化 而 逐渐 产生 新 理赔 的 保险 风险 过 程 . 这 些 理赔 被 假设 
为 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 , 并 且 独 立 于 时 间 段 内 的 理赔 次 数 . 于 是 , 总 理赔 额 
便 可 以 表示 为 一 个 由 独立 同 分 布 的 理赔 额 变量 相 加 构成 的 随机 和 . 通常 ， 我们 还 
假设 理赔 次 数 是 一 个 具有 特定 均值 的 泊 松 变量 . 至 于 单个 理赔 额 的 累积 分 布 函数 ， 
我 们 用 各 保单 理赔 的 累积 分 布 函 数 的 平均 值 来 代替 . 这 些 假设 使 得 模型 具有 良好 
的 性 质 , 便于 计算 . 我 们 在 书 中 给 出 了 一 些 计算 理赔 总 额 分 布 函数 的 一 些 技巧 , 包 
i Panjer 递归 公式 等 . 

4. 破产 模型 

在 破产 模型 中 需要 研究 的 问题 是 保险 人 运营 的 稳健 性 . 设 逐 年 收取 的 保费 固 
定 不 变 , 保险 人 在 时 间 t=0 的 初始 资本 为 u, 他 的 资本 金 会 随 着 时 间 线性 递增 , 但 
每 当 一 个 理赔 发 生 时 资本 金 过 程 就 会 有 一 个 下 跳 . 如 果 在 某 个 时 刻 该 资本 金 过 程 
取 负 值 , 我 们 便 说 破产 事件 发 生 了 . 假设 年 保费 和 理赔 过 程 保持 不 变 , 当 研 究 保险 
人 的 资产 与 他 的 负债 是 否 匹 配 时 ， 破 产 概率 是 一 个 很 好 的 指标 . 如 果 其 资产 与 负 
债 匹配 得 不 好 , 那么 保险 人 会 采取 一 些 措施 来 加 以 调整 , 如 增加 再 保 份额 , 提高 保 
费 或 者 增加 初始 资本 金 . 

只 有 当 理赔 额 分 布 为 指数 分 布 的 混合 或 线性 组 合 时 ， 计 算 破产 概率 的 解析 方 
法 才 是 有 效 的 . 当 理 赔 额 服从 离散 分 布 而 且 没有 太 多 的 支撑 点 时 ， 可 以 编制 一 些 
计算 程序 来 实现 . 我 们 还 可 以 给 出 破产 概率 精确 的 上 下 界 估计 . 在 很 多 场合 下 , 我 
们 更 关心 的 是 破产 概率 的 一 个 简单 的 指数 型 上 界 , Lundberg FR, 而 不 是 破产 
概率 本 身 . 
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5 保费 原理 

现在 假设 风险 变量 的 累积 分 布 函 数 已 知 , 或 者 至 少 它 的 一 些 特征 如 期 望 和 方 
差 等 已 知 , 一 个 保费 原理 会 对 该 风险 变量 赋予 一 个 实数 值 , 用 以 表示 对 承担 该 风 
险 一 方 的 经 济 补偿 . 注意 我 们 现在 仅仅 研究 风险 的 保费 原理 , 而 不 考虑 保险 公司 
运作 时 的 一 切 附加 费用 . 由 大 数 定律 , 为 了 避 开 终极 破产 事件 的 发 生 , 保费 总 额 必 
须 至 少 等 于 理赔 总 额 的 期 望 值 . 但 在 事实 上 , 因为 保险 人 的 风险 系统 很 大 , 在 征收 
的 保费 中 应 该 还 含有 一 个 正 的 负荷 . 保险 人 通过 这 些 正 的 负荷 预先 建造 了 一 个 资 
金 储 备 , 来 达到 避 开 破产 事件 发 生 的 目的 . 我 们 将 介绍 一 些 保费 原理 , 以 及 刻画 保 
费 原理 的 一 些 最 重要 的 性 质 . 保费 原理 的 选择 强烈 地 依赖 于 这 些 性 质 所 起 的 作用 ， 
没有 一 臻 最 优 的 保费 原理 . 

6. RERA 

对 于 一 些 险种 特别 是 汽车 保险 来 说 , 仅仅 依据 预先 知道 的 那些 因素 去 决定 一 
种 保费 征收 办 法 是 不 够 的 . 一 些 风险 要 素 如 保单 持 有 人 的 种 族 和 性 别 等 ， 虽 然 它 
们 直接 作为 保费 制定 的 依据 是 不 恰当 的 , 但 是 它们 的 作用 应 该 被 考虑 进去 ; 此 外 
还 应 该 考虑 到 有 一 些 不 可 观察 的 风险 要 素 的 作用 , 这些 风 险要 素 包 括 保单 持 有 人 
的 身体 健康 状况 、 反应 能 力 和 发 生 车 祸 的 倾向 性 等 . 为 此 , 一 些 国家 运用 一 种 经 验 
评估 体系 , 在 这 样 的 体系 中 , 保险 公司 一 方面 凭借 那些 预先 知道 的 风险 要 素 如 保 
险 类 型 、 汽 车 价格 和 载重 量 等 来 制定 的 保费 ， 另 一 方面 又 使 用 某 种 奖惩 体系 对 保 
费 进 行 调整 ,就 是 说 , 保单 持 有 人 能 够 在 没有 出 现 理赔 的 年 份 少 缴 保费 , 而 在 有 一 
次 乃至 多 次 理赔 记录 的 年 份 追 加 更 多 的 保费 . 这 种 方式 征收 的 保费 很 好 地 反映 了 
汽车 驾驶 员 的 驾驶 水 平 . 这 种 情形 可 以 被 模拟 为 一 个 Markov 链 

7， 信 和 度 理论 

同一 保单 下 的 理赔 情况 会 由 于 两 种 不 同 的 原因 而 有 所 差别 . 第 一 个 原因 是 风 
险 变量 的 内 在 属性 , 该 属性 通过 一 个 风险 参数 表现 出 来 . 假设 在 相当 长 的 一 个 期 
限 内 保单 被 监控 没有 变化 ,那么 上 述 风险 参数 代表 年 理赔 额 的 平均 情况 .导致 同 
一 保单 下 理赔 情况 不 同 的 另 一 个 原因 是 保单 持 有 人 的 运气 成 分 , 这 个 纯 随 机 的 运 
气 因素 导致 了 理赔 额 逐年 偏离 上 述 风险 参数 . 信 度 理论 认为 风险 变量 的 属性 由 满 
足 一 定 结构 的 分 布 函数 表现 出 来 的 ， 并 且 在 给 定 风险 属性 的 条 件 下 ， 实 际 理赔 情 
况 是 从 与 平均 值 分 布 相同 的 母体 中 抽取 的 一 个 样本 . 在 最 小 二 乘 意义 下 ,对 下 一 
年 理赔 情况 的 最 佳 线性 预测 是 单一 合同 理赔 情况 与 整个 风险 组 合理 赔 情 况 的 某 种 
形式 的 加 权 平 均 . 这 里 提 到 的 加 权 因子 可 以 视 为 附着 在 单一 理赔 情况 的 一 个 信 度 
因子 ， 并 且 称 这 样 计 算出 来 的 保费 为 信 度 保费 . 作为 一 个 特例 , 基于 伽 玛 - 泊 松 混 
合 模型 ， 我 们 研究 汽车 保险 的 一 个 奖 逢 系统 
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8， 广 叉 线性 模型 

在 精算 统计 学 领域 的 许多 问题 可 以 归结 为 广义 线性 模型 (GLM). 除了 假设 
误差 项 服从 正 态 分 布 外 ,我们 还 可 以 考虑 具有 泊 松 、 伽 玛 和 二 项 分 布 等 形式 的 随 
机 型 误差 . 此 外 , 观察 变量 的 期 望 值 不 一 定 必须 是 回归 量 的 线性 函数 , 有 时 它 可 以 
是 一 些 协 变量 的 线性 变换 的 一 个 函数 , 如 对 数 函数 . 在 最 后 这 种 情形 下 , 我 们 可 以 
得 到 适用 于 大 多 数 保险 场合 的 乘积 模型 . 

用 这 种 方法 我 们 可 以 处 理 在 IBNR MER PRR AB, 关于 IBNR 
型 理赔 请 见 下 文 . 我 们 也 可 以 容易 地 解决 来 自 第 i 地 区 , 属于 第 ;个 级 别 且 驾 驶 汽 
车 载重 量 为 w 的 驾驶 员 的 保费 估计 问题 . 

在 信 度 模型 中 一 般 有 许多 随机 影响 , 但 在 GLM 模型 中 这 些 作 用 则 是 相对 确 
ER, 尽管 仍然 未 知 . 对 于 GLM 模型 来 说 , 我 们 可 以 寻求 计算 软件 来 处 理 众多 
问题 . 

9. IBNR 技巧 

我 们 简 记 那些 导致 理赔 的 事件 已 经 发 生 但 赔付 行为 还 没有 进行 的 潜在 的 理赔 
为 IBNR 理赔 , 对 从 事实 务 的 精算 师 来 说 ,一 个 重要 的 统计 问题 是 预测 这 些 潜 在 
的 IBNR 理赔 总 额 . 对 这 个 总 额 进行 估计 所 采用 的 大 多 数 手 法 是 基于 所 谓 的 流量 
三 角形 , 按照 起 始 年 和 发 展 年 对 理赔 总 额 进行 分 组 . 在 GLM 模型 这 一 特殊 场合 ， 
许多 传统 的 精算 处 理 方法 常常 归结 为 极 大 似 然 估计 法 . 

10， 风 险 排 序 

能 够 在 未 来 随机 收益 变量 或 者 随机 损失 变量 中 表达 出 自己 的 风险 偏好 ， 这 应 
该 是 作为 精算 师 这 个 职业 的 精髓 所 在 . 因此， 随机 排序 就 成 了 他 接受 的 教育 中 以 
及 他 应 该 具备 的 技能 中 极为 重要 的 一 个 部 分 . 有 时 ， 我 们 遇见 两 个 损失 变量 X 和 
Y, 其 中 变量 Y 在 一 定 的 意义 下 “大 于 ”变量 X, 这 时 一 个 明智 的 决策 者 会 偏好 损失 
变量 X 由 所 有 风险 厌恶 型 的 决策 者 构成 的 一 个 较 小 群体 愿意 去 分 析 应 该 偏好 哪 
个 风险 . 在 这 种 情形 下 , 风险 变量 了 可 能 “大 于 "变量 X, 或 仅 是 Y“ 更 扩散 "一 些 ， 
但 这 使 得 Y 不 受 欢 迎 . 当 我 们 把 “更 扩散 "理解 为 其 累积 分 布 函数 具有 更 厚 的 尾 的 
时 候 , 我 们 便 得 到 了 一 个 风险 排序 方法 , 它 具有 许多 诱 人 的 性 质 . 例如 ， 以 这 些 风 
险 变量 为 单一 项 构成 复合 分 布 函数 ,在 零 效用 保费 、 破 产 概率 和 停止 -损失 保费 的 
意义 下 ， 原 来 我 们 倾向 的 那个 风险 变量 将 使 得 其 对 应 的 复合 分 布 作为 风险 来 说 仍 
然 优 于 另 一 个 . 可 以 证 明 , 第 3 章 的 聚合 风险 模型 较 之 它 要 去 逼近 的 个 体 风 险 模 
型 更 扩散 一 些 ,从 而 原则 上 说 , 在 考虑 要 征收 的 保费 ,应 储备 的 资金 以 及 VaR 等 
问题 时 ,使 用 聚合 模型 会 得 到 一 些 更 保守 的 决策 . 我 们 还 可 以 证 明 ， 如果 一 个 停 
止 -损失 保险 按照 第 1 章 介 绍 的 自 留 额 方差 的 意义 下 为 最 优 的 , 那么 当 其 它 情况 不 
变 时 ， 以 风险 厌恶 型 决策 者 的 眼光 来 看 它 还 是 更 可 取 的 . 
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有 时 , 在 还 没有 得 到 完全 的 信息 下 风险 的 停止 -损失 保费 就 需要 被 确定 下 来 . 
假设 风险 的 期 望 、 方 差 和 一 个 相关 的 上 界 均 已 知 ,我 们 将 给 出 一 个 计算 可 能 的 最 
大 停止 -损失 保费 的 方法 . 

在 个 体 和 聚合 模型 以 及 破产 模型 中 , 我 们 假设 理赔 额 是 相互 独立 的 非 负 随 机 
变量 列 . 许多 时 候 这 种 假设 是 不 现实 的 . 例如 , 一 对 夫妇 的 两 个 死亡 风险 变量 之 间 ， 
以 及 相 邻 房屋 的 地 震 风险 变量 之 间 均 存在 明显 的 相依 关系 . 又 如 , 在 人 寿 保险 中 ， 
考虑 那些 产生 于 同一 个 保单 的 连续 赔付 ， 如果 由 于 死亡 而 导致 赔付 停止 或 开始 ， 
或 者 有 随机 利率 的 作用 ,那么 这 些 赔付 变量 之 间 也 有 着 明显 的 相依 关系 . 我 们 将 
给 出 一 个 简短 的 介绍 , 以 阐明 随机 排序 在 这 一 情形 的 应 用 . 设 一 组 随机 变量 列 , E 
们 的 联合 分 布 未 知 , 但 每 一 个 边缘 分 布 已 知 , 如 果 这 些 变量 尽 可 能 地 相依 ,从 而 使 
得 不 可 能 出 现 一 个 被 另 一 个 规避 的 情况 ,那么 这 时 它们 的 停止 -损失 保费 应 该 达到 
最 大 . 


教学 方面 


由 于 本 书 已 经 被 Amsterdam 大 学 和 一 些 别 的 地 方 使 用 10 EET, 我 们 有 机 
会 储备 了 一 系列 的 考试 试卷 ， 从 而 形成 现在 的 教材 中 内 容 丰富 的 习题 库 . 同时 书 
中 还 给 出 许多 例题 , 使 本 书 成 为 一 本 名 副 其 实 的 教科 书 . 加 [ 儿 ] 标 记 的 习题 有 一 定 
的 难度 , 初学 者 可 以 跳 过 去 . 

本 书 所 需 的 数学 基础 相当 于 定量 经 济 学 (计量 经 济 学 或 精算 学 ) 或 者 数理 统计 
学 专业 本 科教 学 大 纲 第 一 阶段 要 求 的 水 平 ， 本 书 可 以 在 上 述 学 制 的 最 后 一 年 使 用 ， 
或 为 精算 学 专业 , 或 带 有 很 强 保险 背景 的 定量 金融 经 济 学 专业 学 生 安 排 在 硕士 阶 
段 使 用 . 为 了 使 非 精 算 专业 学 生 也 使 用 本 书 , 我 们 略 去 了 关于 人 寿 保 险 数 学 的 一 
些 记 号 和 专业 术语 . 因此 , 应 用 数学 专业 或 者 统计 专业 的 学 生 , 如 果 对 保险 的 随机 
方面 有 兴趣 的 话 ， 也 可 以 学 习 本 书 . 我 们 在 写作 过 程 中 一 直 努 力 地 保持 着 本 书 在 
数学 上 的 严谨 性 和 在 统计 学 上 的 灵活 性 ， 例 如 ,我 们 按 惯例 使 用 了 矩 母 函 数 这 个 
术语 , 而 回避 了 特征 函数 和 测度 论 的 相关 术语 . 回归 模型 的 先 验 分 布 不 需要 掌握 ， 
但 对 本 书 的 学 习 有 帮助 . 

为 了 有 助 于 学 生 的 学 习 , 我 们 在 书 末 针 对 书 中 的 大 部 分 习题 单独 列 出 一 节 ， 
对 有 的 习题 我 们 给 出 了 最 终 答案 以 方便 读者 检查 自己 的 工作 , 而 对 有 的 习题 我 们 
只 给 出 一 些 有 益 的 提示 . 我 们 还 列 出 了 一 个 详尽 的 名 词 索 引 ， 和 一 些 可 能 在 考试 
中 需要 用 到 的 图 表 . 我 们 没有 列 出 所 有 相关 参考 文献 以 涵盖 书 中 提 到 的 每 一 个 结 
R, 而 是 局 限于 能 对 所 研究 的 课题 提供 更 多 细节 ， 且 为 进一步 学 习 提 出 建议 的 那 
些 有 益 的 书 和 论文 . 

我 们 对 计算 方法 投入 了 大 量 的 精力 ,同时 对 一 些 经 典 的 近似 方法 如 中 心 极限 
定理 (CLT) 也 给 予 了 重视 . 这 些 计算 方法 不 仅 快速 , 而 且 常常 表明 是 惊人 地 精确 ， 
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它们 还 对 参数 特性 提供 了 一 些 解答 ,使 得 当 数 据 有 细微 变化 时 人 们 不 必 再 重复 一 
切 计算 . 我 们 希望 在 此 强调 一 下 ,“ 精 确 ” 的 方法 只 有 在 输入 的 数据 准确 的 条 件 下 
才 有 意义 . 不 准确 的 输入 数据 导致 的 误差 量 级 常常 会 远大 于 由 近似 方法 导致 的 误 
差 . 

本 书 所 使 用 的 记号 与 数理 统计 和 非 寿 险 数学 一 致 .请 参阅 Bower et al. 
(1986), 该 书 的 非 寿 险 部 分 使 用 的 记号 类 似 于 本 书 第 一 部 分 . 


关于 本 次 翻译 


本 书 是 荷兰 文 版 本 的 译本 ， 原 荷兰 文 版 本 已 经 在 荷兰 和 比利时 的 一 些 大 学 使 
用 了 10 多 年 . 这 次 的 译本 对 原 荷兰 文 版 本 做 了 一 些 修改 和 增补 . 由 于 仅仅 是 从 本 
书 荷兰 文 的 第 二 版 出 版 至 今 的 短 短 几 年 时 间 内 关于 凸 序 和 同 单调 的 研究 才 变 得 活 
KERK, 我 们 在 本 次 英文 本 中 特意 增加 了 一 节 来 介绍 这 一 研究 领域 的 成 果 . 此 外 ， 
在 第 6 章 , 原来 的 荷兰 -比利时 奖惩 系统 被 改 为 现在 一 般 的 奖惩 系统 . 除 此 之 外 , 本 
书 大 部 分 内 容 与 原 荷兰 文 版 本 内 容 一 致 . 


致谢 


首先 , 我 们 特别 要 感谢 David Vyncke, 他 不 仅 很 好 地 将 本 书 翻译 成 英文 , 而 
且 出 色 地 完成 了 TEX 转化 , 他 还 帮助 绘制 了 图 表 . 

我 们 得 到 了 许多 人 的 帮助 , 我 们 以 前 的 学 生 ( 但 现在 是 我 们 的 同事 )Angela 
van Heervaarden 和 Dennis Dannenburg 对 本 书 早期 的 以 及 现在 的 版 本 都 做 过 仔 
细 的 校对 . Richard Verrall 和 Klaus Schmidt 对 本 书 提出 了 一 些 建议 , 我 们 一 并 
致谢 . 最 后 我 们 还 要 感谢 使 用 本 书 的 读者 、 学 生 、 教 师 和 相关 人 员 , 多 谢 他 们 的 许 
多 宝贵 建议 . 


作 者 


2001 年 10 月 3 日 


中 文 版 序 

英文 版 序 

we 

第 1 章 效用 理论 与 保险 
§1.1 Beee 
8 1.2 期望 效 用 模型 
§1.3 效用 函数 族 
8 1.4 停止 损失 再 保险 的 最 优 性 
§1.5 习题 

第 2 章 个 体 风险 模型 … 
§21 引言 
§2.2 混合 分 布 和 风险 
























§2.6 WH: 最 优 再 保险 
$27 习题 
第 3 章 聚合 风险 模型 … 














§ 3.4 复合 泊 松 分 布 
§3.5 Panjer 递 推 . 
§ 3.6 ”复合 分 布 的 近似 
8$ 3.7 个 体 和 聚合 风险 模型 … 
§ 3.8 几 个 理赔 额 分 布 的 参数 族 
$3.9 停止 损失 保险 与 近似 























§ 3.10 方差 不 等 情形 下 的 停止 损失 保费 pe 57 
§311 习题 … 




































第 4 章 破产 理论 … 65 
§4.1 引言 65 
$42 风险 过 程 … 66 
$43 指数 型 上 界 … 68 
$44 破产 概率 和 指数 型 理赔 71 
$4.5 离散 时 间 模型 …… 72 
$46 再 保 与 破产 概率 … 73 
§4.7 Beekman 卷 积 公式 76 
8 4.8 破产 概率 的 一 些 解析 表达 式 … 80 
8$ 4.9 ”破产 概率 的 近似 计算 ………… 82 
$410 习题 … 84 

第 5 章 保费 原理 … 88 
§5.1 88 
§5.2 利用 上 下 方法 计算 保费 88 
85.3 各 种 保费 原理 91 
§5.4 保费 原理 的 性 质 92 
§5.5 保费 原理 的 刻画 94 
$5.6 通过 共 保 来 降低 保费 - 97 
§5.7 98 








第 6 章 奖惩 系统 
SET, | epigenii 
§ 6.2 奖惩 系统 的 一 个 例子 
86.3 马尔 可 夫 分 析 











第 7 章 ”信和 度 理论 … 
S71 引言 
§7.2 平衡 Bihlmann 模型 
87.3 更 一 般 的 信 度 模型 … 











目录 „xiii. 








$74 Biihlmann-Straub Me 119 
§7.5 关于 汽车 保险 理赔 次 数 的 负 二 项 模型 

















$81 引 论 …… 131 
$8.2 广义 线性 模型 132 
§ 8.3 若干 传统 的 估计 方法 与 广义 线性 模型 134 
§ 8.4 偏差 与 比例 偏差 141 
$8.5 IRRI 143 
88.6 广义 线性 模型 的 随机 分 量 + 147 


§8.7 习题 … 
第 9 章 IBNR 技巧 
§9.1 Sli 
§ 9.2 一 个 包容 不 同 IBNR 方法 的 广义 线性 模型 
§9.3 ”若干 IBNR 方法 的 数值 说 明 





§10.1 
§ 10.2 


§10.3 
§ 10.4 
$10.5 不 完全 信息 
$10.6 ”相依 随机 变量 之 和 … 













注 记 及 参考 文献 … 
附 表 





第 1 章 ”效用 理论 与 保险 
811 引 言 


保险 业 之 所 以 存在 是 因为 人 们 愿意 以 高 于 他 们 期 望 索赔 额 的 价格 获得 保险 保 
障 ， 因 此， 保险 公司 收取 高 于 期 望 理赔 额 的 保费 ， 在 本 章 ， 我 们 概述 一 个 经 济 学 
理论 ， 并 用 之 来 解释 为 什么 被 保险 人 乐意 支付 高 于 纯 保费 (承保 损失 的 数学 期 望 ) 
的 保费 ， 解 释 这 个 现象 的 理论 假设 决策 者 使 用 函数 值 u(w) (BEA AB) 去 
衡量 其 财富 ， 而 不 是 用 财富 w 本 身 去 衡量 ， 尽 管 通常 他 们 自己 都 没有 意识 到 这 一 
点 . 如果 决策 者 必须 在 随机 损失 X 和 Y 之 间 做 出 选择 ， 那 他 会 比较 Elu(w - X)] 
和 Elu(w 一 了 )], 并 选择 期 望 效 用 较 大 的 那个 损失 .利用 这 个 模型 ， 对 于 随机 损失 
X, 拥有 财富 w 的 被 保险 人 就 可 以 决定 为 此 支付 的 最 大 保费 PH. 这 可 由 均衡 方程 
Blu(w 一 X)] = u(w— P) RH. 对 于 由 均衡 方程 决定 的 保费 PH, 被 保险 人 认为 投保 
与 否 的 效用 没有 差别 . 这 个 模型 也 可 用 于 保险 合同 的 另 一 方 . 保险 人 使 用 自己 的 效 
用 函数 和 可 能 的 附加 费用 ， 决 定 一 个 最 小 保费 P 如 果 被 保险 人 的 最 大 保费 P+ 
超过 保险 公司 的 最 小 保费 P- 那么 当 保费 界 于 已- 与 P+ 之 间 时 ， 保 险 公司 与 被 
保险 人 的 双方 效用 都 增加 了 . 

尽管 不 能 精确 地 决定 一 个 人 的 效用 函数 ， 但 我 们 可 以 给 出 它 的 一 些 合理 的 性 
质 . 例如， 更 多 的 财富 通常 都 意味 着 更 高 的 效用 水 平 ， 因 此 u(w) 应 是 一 个 非 减 函 
数 ， 同时， 理性 的 决策 者 都 是 风险 厌恶 型 的 假设 也 是 合乎 逻辑 的 ， 这 就 意味 着 ， 
他 们 在 确定 损失 与 具有 同样 期 望 值 的 随机 损失 之 间 ， 他 们 偏好 确定 的 损失 , 我 们 将 
给 出 一 些 具 有 这 些 性 质 的 效用 函数 族 ， 并 研究 其 优 缺 点 . 

假设 被 保险 人 可 以 在 一 份 具有 固定 免 赔 额 的 保单 和 一 份 具有 相同 期 望 理赔 额 ， 
并 且 保 费 相 同 的 保单 之 间 做 出 选择 ， 可 以 证 明 ,对 于 被 保险 人 来 说 ,前 者 是 更 好 的 
选择 . 如 果 再 保险 公司 承保 了 保险 人 所 有 的 风险 组 合 , 那么 具有 固定 的 最 大 自 留 风 
险 的 再 保险 称 之 为 停止 损失 再 保险 . 根据 风险 排序 理论 ， 我 们 可 以 看 到 这 种 再 保 
险 类 型 对 于 风险 厌恶 型 的 决策 者 来 说 是 最 优 的 选择 . 在 本 章 , 我 们 将 证 明 停止 损失 
再 保险 可 以 使 自 留 风险 的 方差 达到 最 小 . 我 们 还 将 讨论 在 哪 种 情形 下 , 保险 人 偏好 
比例 再 保险 , 即 再 保险 赔付 额 与 理赔 额 成 比例 的 再 保险 类 型 . 


8 1.2 期望 效用 模型 
假设 一 个 个 体面 临 损失 额 为 B, 发 生 概率 0.01 的 风险 ， 他 可 以 将 损失 进行 投 
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保 ， 并 愿意 为 这 份 保单 支付 保费 已 B 和 P 之 间 有 何 种 关系 ? 如 果 B 非常 小 , 那 
4 PILPREKF 0.01B ; 然而， 如果 B 略微 大 一 点 ， 如 500, 那么 已 就 可 能 比 
5 稍 大 一 些 ， 如 果 B 非常 大 ， 那 么 P 就 会 比 0.01B 大 很 多 ， 因 为 这 么 大 的 损失 一 
但 发 生 可 以 导致 破产 . 因此 很 明显 ， 一 个 风险 的 保费 不 是 齐 次 的 , 即 保费 不 与 风险 
成 比例 . 

例 1.2.1( 圣 彼得 堡 悖 论 ) ”以 价格 已 元 参与 如 下 的 游戏 .抛掷 一 枚 均匀 的 硬 
币 ， 直 到 出 现 正面 为 止 ， 如果 投 搓 ”次 才 首次 出 现 正 面 ， 则 游戏 的 参与 者 就 可 以 
获得 2" 元 . 因此 ， 从 该 游戏 中 获得 的 期 望 收益 是 并 ?2 2 (2)" = 00. 然而 ， 除 非 
己 很 小 ， 否 则 很 少 有 人 会 参加 这 样 的 游戏 ， 这 就 意味 着 人 们 并 不 仅仅 看 到 期 望 收 
itt. v 

在 经 济 学 中 ， 由 汉 ' HHH (von Neumann) 和 摩根 斯 特 恩 (Morgenstern) F 
1947 年 引入 的 模型 描述 了 决策 者 怎样 在 不 确定 的 结果 中 做 出 选择 ， 如 果 决策 者 能 
够 在 潜在 的 随机 损失 X 中 进行 一 致 的 选择 ,那么 就 存在 一 个 评估 财富 w 的 效用 函 
数 v(.), 使 得 由 此 所 做 出 的 决策 与 基于 期 望 Blu(w 一 XX] 而 比较 损失 X 所 做 出 的 决 
策 正 好 相同 ， 按 这 种 方式 ， 复 杂 的 决策 就 简化 为 简单 的 数值 比较 问题 . 

为 比较 XX 和 六 ,效用 函数 u(z) 与 其 线性 变换 au(z) +b (a > 0) 是 等 价 的 ， 因 
为 二 者 导致 相同 的 决策 ， 


Elu(w— X)| < Elu(w 一 了 )] 当 且 仅 当 
Elau(w — X) +b] < Blau(w - Y) + b). (1.1) 


因此 ， 从 等 价 的 效用 函数 族 中 ， 我 们 可 以 选取 其 中 的 一 个 ， 例 如 要 求 u(0) = 0 和 
u(1) = 1. 假设 (0) > 0, 我 们 也 可 以 使 用 效用 函数 v(-) 使 得 v(0) = 0 和 v'(0) = 1 





(1.2) 


在 实际 中 , 我 们 几乎 不 可 能 确定 使 用 什么 样 的 效用 函数 . 效用 理论 仅仅 说 明了 效用 
函数 的 存在 性 . 我 们 可 以 向 决策 者 提出 大 量 的 问题 , 通过 他 对 这 些 问题 的 回答 来 重 
建 该 决策 者 的 效用 函数 ， 这 些 问题 类 似 于 : “为 避免 以 概率 9 发 生 损失 1, 你 愿意 
支付 多 大 保费 P” FÆ, H u(0) = 0, u(—1) = -1 和 初始 财富 0, 对 于 任意 一 个 P 
值 ， 我 们 有 

u(—P) = (1—q)u(0) + qu(—1) = 一 9. (1.3) 


但 这 种 确定 效用 函数 的 做 法 又 有 其 局 限 性 : 随 着 询问 的 持续 进行 , 决策 者 会 很 快 变 
得 急躁 起 来 ， 他 的 决策 也 显得 越 来 越 不 协调 一 致 . 比如， 决策 者 回答 ， 愿 意 为 相对 
较 小 的 风险 支付 较 大 的 保费 , 或 者 是 为 几乎 同样 的 风险 支付 完全 不 同 的 保费 . 这 类 
错误 总 是 不 可 避免 的 ， 除 非 决策 者 明确 地 使 用 了 一 个 效用 函数 . 
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A 1.2.2( 偏 好 风险 与 厌恶 风险 ) ”假设 一 个 拥有 资本 w 的 个 体 使 用 效用 函数 
ul) 衡量 其 财富 的 价值 .他 面临 两 种 选择 : 以 概率 1/2 损失 b 元， 或 仅 支付 固定 的 
0/2 元 . 当 b= 1 时， 他 选择 前 者 ， 当 b=4 时 ,他 选择 后 者 ， 当 b= 2 时 ， 两 种 选 
择 等 价 . 很 明显 ， 这 个 人 喜欢 一 定 程度 的 冒险 ， 但 他 又 害怕 大 的 损失 ， 就 像 拥 有 火 
灾 保单 的 个 人 同时 愿意 参与 抽奖 的 活动 . 对 于 这 样 的 决策 ， 效 用 函数 ul) 应 该 具 
有 怎样 的 形式 ? 

在 这 种 情况 下 ，w 的 数值 是 无 关 紧要 的 : 通过 把 效用 函数 平移 w, 我 们 可 以 选 
Few = 0. 进一步 ,我 们 假设 u(0) = 0 和 u(-1) = -1. 因为 决策 者 认为 以 概率 1/2 
发 生 损失 2, 与 发 生 确定 的 损失 1 (b= 2) $i. 这 蕴涵 了 


u(-1)= 5 (u(0) +u(—2)). (1.4) 
当 5=1 和 6=4 时， 我们 显然 有 
u-i) <ie 和 u(-2)> BO) + ud) 8) 


由 这 些 不 等 式 可 知 ， 函 数 ul) 既 不 是 凸 的 ， 也 不 是 凹 的 . 注意， 我 们 使 用 的 术语 
“ 凸 函数 ”表示 “向 上 四 的 函数 ”, TT “MR” Bea “YI”. 
因为 w(0) = 0 和 u(—1) = 一 1, 所 以 由 (1.4) 和 (1.5) 得 
u(-2)=-2, u (-5) < -3 和 u(-4) < —4. (1.6) 
经 过 这 5 个 点 的 光滑 曲线 ， 当 -1 < z < 0 r< -2 时 区 域 位 于 对 角 线 之 下 ， 当 
z E (-2, 一 1) 时 区 域 位 于 对 角 线 之 上 . V 
我 们 假设 效用 函数 非 减 ， 尽 管 相反 的 情况 也 是 可 以 想象 的 ， 如 资本 征 税 . 因 
此 ， 边 际 效用 是 非 负 的 : w(z) > 0. 一 类 重要 的 决策 者 是 厌恶 风险 型 的 ， 他 们 的 
边际 效用 是 递减 的 ， 因 此 w(z) < 0. 注意 我 们 并 不 严格 区 分 “递增 ” 和 “ 非 减 "， 
如 果 需 要 的 话 ， 我 们 会 用 “严格 递增 ”. 为 了 解释 为 什么 这 种 类 型 的 决策 者 称 之 为 
风险 厌恶 型 ， 我 们 使 用 如 下 的 基本 定理 (证 明 见 习题 81.2 第 1 题 ， 第 2 题 ). 
定理 1.2.3(Jensen 不 等 式 ) ”如 果 v(x) 是 一 个 凸 函数 ， 工 是 一 个 随机 变量 ， 
则 
Elv(Y)] > v(EI[Y)), (1.7) 


其 中 等 号 成 立 当 且 仅 当 vl) EY 的 支撑 集 上 是 线性 的 或 Var(Y) = 0. y 
由 此 不 等 式 可 以 得 到 ， 对 于 一 个 目的 效用 函数 v(.), 有 


Elu(w — X)] < u(Elw — X]) = u(w — EIX]). (1.8) 
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因此 这 种 决策 者 被 称 为 厌恶 风险 型 ， 他 宁愿 支付 固定 数额 的 EX, 而 不 愿意 面 对 随 
机 损失 X. 

现在 ， 假 设 一 个 厌恶 风险 型 的 被 保险 人 拥有 财富 w, 使 用 效用 函数 是 ul), 他 
以 保费 P 获得 对 损失 X 的 保险 保障 . 如果 


E{u(w — X)] < u(w — P), (1.9) 


那么 他 的 期 望 效用 将 会 提高 . 因为 ul) 是 一 个 非 减 的 连续 函数 ,所 以 这 等 价 于 已 < 

PH, 其 中 P+ 代表 被 保险 人 愿意 支付 的 最 大 保费 ， 它 是 以 下 效用 均衡 方程 的 解 
Efu(w — X)] = u(w — P+). (1.10) 

另 一 方面 , 设 保险 人 的 效用 函数 为 U(-), 资本 为 W. 如 果 E[U(W + P-X)] > U(W)， 


那么 保险 人 将 以 保费 P 承保 损失 X. 显然 ，P > P-, 这 里 P- 表示 保险 人 要 求 的 
最 小 保费 ,可 从 反映 保险 人 状况 的 效用 均衡 方程 中 解 出 : 


U(W) = ElU(W + P- — X)]. (1.11) 


如 果 P+ > 已 ,那么 交易 会 同时 增加 保险 人 与 被 保险 人 双方 的 期 望 效用 . 
从 理论 的 角度 看 ， 保 险 人 实质 上 被 视 为 是 风险 中 性 的 因此， 对 任意 风险 X, 
如 果 不 考虑 额外 费用 ， 保 费 EX) 已 足够 因此， 对 于 任意 风险 X, 


ElU(W + E[X] - X)] = U(W). (1.12) 


在 习题 $1.2 第 3 题 中 ， 我 们 可 以 证 明 这 样 的 效用 函数 U (2) 一 定 是 线性 的 . 
例 1.2.4( 风 险 厌恶 系数 ) 给 定 效用 函数 ula), 我 们 如 何 近似 计算 风险 X 最 
大 保费 PH 
以 上 和 o? 分 别 表示 X 的 均值 与 方差. 利用 uC) 在 点 上 处 级 数 展开 的 前 
NS, RNE 
uw — Pt u(w ~ u) + (p — P*)u'(w — p); 
| uw — Xx ulw- p) + (4 X)ul(w = 1) + lu- XPa" w- p). (113) 


在 后 面 式 子 的 两 边 同 时 取 期 望 ， 得 到 
Elu(w — X)] = u(w ~ p) + jevu =p): (1.14) 
把 (1.10) 代入 (1.14), 由 (1.13) 可 以 得 到 


jowu — HB) 7 (u— P*)u'(w — p). (1.15) 
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因此 ， 风 险 X 的 最 大 保费 P+ 近似 为 
2 (w n) 
ww) 





Px- 30 (1.16) 


由 此 我 们 引入 以 下 的 定义 : 效用 函数 ul) 在 财富 w 处 的 (绝对 ) 风 险 厌恶 系数 7(w) 
为 





r(w) = =. (1.17) 
于 是 风险 XX 的 最 大 保费 P+ 近似 为 
Ptept irw — jjo’. (1.18) 


注意 到 u(x) 用 au(z) +b ERE, r(w) 并 没有 改变 .从 (1.18), 我 们 可 以 看 到 风险 
厌恶 系数 真正 反映 了 风险 厌恶 的 程度 : 对 风险 厌恶 程度 越 高 ， 准备 支付 的 保费 也 越 


K. v 
81.3 效用 函数 族 

除 线性 函数 外 , 也 存在 其 它 合适 的 效用 函数 族 , 它们 具有 我 们 感 兴趣 的 一 些 性 
质 ， 

线性 效用 函数 u(w) = w, 

平方 效用 函数 u(w) =-(a-w)? (wga), 

Ft FB u(w) =log(a+w) (w> -a), (1.19) 

指数 效用 函数 u(w) = -ae~e” (a > 0), 

RA BRK u(w) = we (w>0,0<c<1). 


这 些 效 用 函数 及 其 线性 变形 ,都 有 非 负 的 、 递 减 的 边际 效用 ; 对 于 平方 效用 函数 ， 
当 风 > a 时 ， 令 u(w) = 0. 线性 效用 函数 的 风险 厌恶 系数 为 0, 而 指数 效用 函数 的 
风险 厌恶 系数 等 于 o 其 它 效用 函数 的 风险 厌恶 系数 都 可 以 表示 为 (7+ Bw)-1, 其 
中 和 6 是 参数 ， 见 习题 81.3 第 1 题 . 

例 1.3.1( 指 数 保费 ) ”假设 一 保险 人 使 用 参数 为 a 的 指数 效用 函数 , 对 于 风险 
X, 最 小 保费 P- 应 为 多 少 ? 

把 U(z) = ~ae-** 代入 均衡 方程 (1.11) 得 


Pe Flog(mx (0)), (1.20) 


其 中 mx(a) = Ele?) 是 X 的 矩 母 函数 . 我 们 看 到 指数 保费 与 保险 人 当前 的 财富 
W 独立 ， 这 也 与 风险 厌恶 系数 是 常数 相 吻 合 . 
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最 大 保费 P+ 的 表达 式 同 (1.20), 见习 题 81.3 第 3 题 , 但 是 此 时 a 代表 被 保险 
人 的 风险 厌恶 系数 . 假设 损失 X 服从 Exp(B) 分 布 ,其 中 Exp(6) 表示 参数 为 8 的 
指数 分 布 . > p= 0.01 得 E[X] = 1/8 = 100. 如 果 被 保险 人 的 效用 函数 是 参数 为 
a = 0.005 的 指数 效用 函数 , 那么 


P= Llog(mx(a)) = 200 log (25) = 200 log(2) ~ 138.6, (1.21) 
因此 被 保险 人 愿意 在 纯 保 费 EX] 之 上 附加 相当 数量 的 额外 保费 . 
由 例 1.2.4 中 近似 式 (1.18) 得 
P+ = EIX]+ BavarlX] = 125. (1.22) 


显然 , 近似 表达 式 (1.22) 随 a 递增 , 如 果 X 是 方差 有 限 的 非 负 随 机 变量 , 则 (1.20) 
所 决定 的 保费 也 是 递增 的 ， 具体 证 明 如 下 . 令 


v(x) = 2/7, (1.23) 
HPO <a<y, Wl ovl) EP MBM. H Jensen RERA 
v(E[Y]) > Elv(Y)] (1.24) 
对 任意 方差 大 于 0 的 随机 变量 Y 成 立 . 取 Y = exp(YX), 则 wv(Y)=exp(aX) 且 
{Ble*}}* = {EYD} = {o(BYDY > {Eb OO = {Ble™*]}7. (1.25) 


TE, 
{mx(a)}” < {mx(y)}*, (1.26) 


这 蕴涵 了 对 任意 7 > a 有 
5 esl (a)) < £1og(mx (0)). (1.27) 


正如 近似 表达 式 (1.18) 那样 ， 当 a | 0 时 ， (1.20) 的 极限 就 是 纯 保 费 . 这 可 以 从 
log(mx (t)) 的 级 数 展开 立即 得 到 ， 见 习题 81.3 第 4 题 . v 
例 1.3.2( 平 方 效用 函数 ) ”假设 被 保险 人 的 效用 函数 为 v(u) = 10w- w?, w< 
5. 对 损失 额 为 ,以 概率 1/2 发 生 的 风险 进行 承保 的 保单 ， 其 最 大 保费 P+ 作为 
w(w € [0,5) 的 函数 是 何 种 形式 ? 如 果 w 增加 ， 保 费 会 如 何 变化 ? 
我 们 再 一 次 求解 均衡 方程 (1.10). 发 生 损失 X 之 后 的 期 望 效 用 为 


Efu(w — X) = 11w — > =i, (1.28) 
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以 及 支付 保费 P 之 后 的 效用 为 
u(w — P) = 10(w — P) — (w — P}. (1.29) 


根据 均衡 方程 (1.10), (1.28) 和 (1.29) 的 右 端 应 当 相 等 ， 通过 计算 ， 我 们 可 以 得 到 
近似 的 最 大 保费 


2 

P= P(w) = (ž-v) +1-6-w), w € (0,5). (1.30) 

可 以 验证 P'(w) > 0, 见习 题 81.3 第 2 题 ， 我们 注意 到 ， 一 个 使 用 平方 效用 函数 的 

决策 者 ， 随 着 其 财富 逐渐 增加 至 临界 值 5, 他 愿意 支付 的 保费 也 随 之 增加 ， 基 于 这 

个 性 质 ， 平 方 效用 函数 在 模拟 风险 厌恶 型 决策 者 的 行为 方面 ， 被 认为 是 不 太 合适 

的 . 当然 , 平方 效用 函数 也 有 它 的 优点 ,因为 只 要 知道 风险 的 均值 和 方差 就 足够 应 

付 计算 之 用 . v 

例 1.3.3( 不 可 保 的 风险 ) ” 某 决策 者 使 用 风险 厌恶 系数 为 a > 0 的 指数 效用 函 

数 ， 他 想 对 分 布 为 F(n,1) 的 风险 进行 投保 ， 其 中 D(a, b) 表示 参数 为 a,b 的 伽 玛 分 
A. 确定 P+, 并 证 明 P+ >n. 何 时 P+ = oo, 此 时 说 明了 什么 ? 

由 (1.20) 得 


~* log(1 — a), 当 0<a<1 时 ， 


Faki 2 
Pim log(mx (a)) ts 当 a>1 时 (1.31) 


因为 log(1+z) < z, Vz > -1,2 # 0, RITA log(1—a) < -a, 因 而 P+ > E[X] =n. 
所 以 , 计算 出 的 保费 大 于 纯 保 费 . 如 果 a > 1, 则 P+ = 00, 这 表明 决策 者 愿意 支付 
任何 有 限 的 保费 ， 按 照 效 用 理论 ， 如 果 风 险 厌恶 系数 为 a > 1, 那么 承保 该 风险 的 
保险 人 对 于 任何 有 限 的 保费 P, 都 会 遭受 损失 ， 因 为 P- = 00. 对 于 这 些 保险 人 来 
说 ， 这 种 风险 是 不 可 保 的 . v 

注 1.3.4(Allais 悖 论 (1953), Yaari 对 偶 理论 (1987)) ”考虑 如 下 可 能 的 资本 收 
益 : 


X = 1000000， 以 概率 1; 


5000000, 以 概率 0.10, 
Y = 人 1000000, 以 概率 0.89, 


0, 以 概率 0.01; 
y = J 1000000, 以 概率 0.11, 
0, 以 概率 0.89; 


w 二 { 5000000, 以 概率 0.10, 
0, 以 概率 0.90. 
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试验 经 济 学 表明 , EX 和 了 ZH, 很 多 人 会 选择 X, 但 与 此 同时 ,他 们 偏好 W 其 
FV. 这 个 结果 与 期 望 效用 理论 相 违 背 ， 因 为 在 假设 初始 财富 为 0 之 下 ， 后 一 偏好 
Elu(W)] > E[u(V)] 等 价 于 0.11 u(1 000 000) < 0.1u(5000000) 十 0.01u(0), 但 前 一 个 
偏好 导致 相反 的 不 等 式 . BR, 期 望 效用 并 不 总 是 能 充分 地 描述 决策 者 的 行为 . 从 
该 例 可 以 判断 , 完全 没有 风险 的 状态 与 期 望 效 用 指标 相 比 , 对 决策 者 似乎 更 具有 吸 
引力 ， 这 种 吸引 力 诱导 人 们 作出 非 理 性 的 决定 . 

Yaari (1987) 提出 了 另 一 套 具有 相似 公理 化 基础 的 风险 决策 理论 Yaari 的 对 
偶 理 论 放弃 了 效用 函数 的 做 法 ， 不 用 转换 后 的 财富 水 平 (效用 ) 来 计算 “必然 的 等 
价 ”, 而 是 使 用 大 额 损益 的 扭曲 概率 . 但 是 ， 该 理论 也 导致 与 效用 理论 非常 类 似 的 
it. v 


81.4 停止 损失 再 保险 的 最 优 性 


再 保险 合同 通常 只 承保 保险 人 的 一 部 分 风险 .停止 损失 (再 ) 保险 承保 损失 超 
出 指定 免 赔 额 的 超额 部 分 . 它 的 定义 如 下 : 如 果 发 生 的 损失 为 X (我 们 假设 X > 0), 
则 理赔 支付 为 

(X -ad)+ := mtx a0 = {XTA F see (1.32) 

保险 人 保留 了 损失 小 于 d 的 风险 (他 的 自 留 额 ), 同时 再 保险 公司 支付 损失 的 剩余 
部 分 . 在 再 保险 实务 中 ，d 被 称 为 优先 得 到 赔偿 的 部 分 , 它 等 于 保险 人 对 每 一 单独 
索赔 的 最 大 支付 金额 . 这 种 形式 的 保险 保障 被 称 为 “停止 损失 ”的 原因 是 显然 的 ， 
从 保险 人 的 角度 看 ， 其 损失 不 会 超过 d. 我 们 将 证 明 ， 不 论 保险 人 自 留 损失 的 方差 
如 何 ， 停 止 损失 再 保险 都 是 最 优 的 . 

对 于 停止 损失 保险 合同 ， 其 纯 保 费 E[(X 一 d) 4) 称 为 停止 损失 保费 ， 记 为 


mx(d) := El(X —d)+]. (1.33) 
在 离散 情形 ， Fx(z) 为 阶梯 函数 ， 其 在 z 处 的 跳 为 fx (z); 在 连续 情形 ， Fx (z) 有 
导 函 数 fx(z). 两 种 情形 下 的 停止 损失 保费 都 可 以 由 下 式 给 出 
> zc-djx(z) (离散 情形 ) 


mx (d) = = fo — Fx(z)]dz. (1.34) 


[ea fxteyde Gege) 


离散 情形 下 的 图 示 “ 证 明 ” 见 图 1.1. 等 式 (1.34) 的 右边 , 即 由 曲线 Fx(z) 、 通 过 1 
处 的 水 平 线 和 过 d 处 的 垂直 线 所 围 住 的 阴影 部 分 的 面积 ， 被 细 分 为 高 fx(z) 、 宽 
7 一 d 的 长 方 格 . 我 们 看 到 阴影 部 分 的 总 面积 等 于 (1.34) 的 左边 . 
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Area = (z ~d)fx(7) 





0 d z 
图 1.1 (1.34) 式 在 离散 分 布 情形 下 的 图 形 推导 


对 于 连续 情形 , 通过 考虑 其 高 度 无 限 小 的 长 方 格 , 通过 取 极 限 用 同样 的 方法 可 
以 证 明 . 为 证 明 这 一 点 ， 由 分 部 积分 得 


E[(X - d)+] = [e — d)fx(x)dx 


= —(z — d)|1 — Fx(z)] 





i j: [ “i — Fx(z)ldz. (1.35) 


为 能 够 使 得 等 式 右边 各 项 有 限 ，fx(z) 不 定 积分 Fx (x) +C 的 唯一 选择 是 Fx (z) 一 1. 
倒数 第 二 项 当 z 一 co 时 趋 于 0, 证 明 如 下 因为 ELX] < 00, 积分 /六 zfx(z)dz 收 
S, A” BF o, 因此 


z[1 — Fx(z)] = =f fx(t)dt < tfx(t)dt 10 (4 z— ook). (1.36) 


由 (1.34) 得 
mx (d) = Fx(d) —1. (1.37) 


因为 Fx(z) = Pr[X < z), 所 以 每 个 分 布 函数 都 是 右 连续 的 . 因此 ，(1.37) 中 的 导数 
是 右 导 数 ， 由 (1.37), 我 们 可 以 看 到 rx(d) 是 一 个 连续 函数 ， 并 且 只 要 Fx(d) <1, 
CF d 点 就 是 严格 递减 的 . 事实 上 ， 当 自 留 额 增加 时 , 停止 损失 保费 很 明显 也 随 之 
减少 .如 果 X 是 非 负 的 ， 则 xx (0) = E[X], 同时 xx(o0) = 0 总 成 立 ， 对 这 些 性 质 
的 分 析 见 图 1.2. 

在 下 一 个 定理 中 ， 我 们 将 证 明 停 止 损失 保险 使 自 留 风 险 的 方差 达到 最 小 . 

定理 1.4.1( 停 止 损失 再 保险 的 最 优 性 ) ”用 I(X) 记 当 损失 为 X (X > 0) 时 ， 
某 再 保险 合同 约定 的 理赔 支付 . 假设 0< IT(z) < z 对 于 任意 > > 0 成 立 ， 则 


E|I(X)] = El(X — d)4] > Var[X — I(X)] > Var[X — (X — d)4]. (1.38) 
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图 1.2 停止 损失 保费 7x (d) 


证 明 ”注意 到 ， 对 每 一 !(), 我 们 总 能 够 找到 一 个 自 留 额 4 使 得 等 式 两 边 的 期 
望 相等 ( 见 (1.37) 后 面 的 讨论 ) . 我 们 将 自 留 风 险 写成 如 下 形式 : 


V(X)=X-I(X) 和 W(X)=X-(X -d),. (1.39) 
因为 BIV(X)] = EIW(X)], 所 以 只 需 证 明 
EIV (X) — d}’] > E[{W(X) - d}?]. (1.40) 


上 式 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 1V(X) — d] > |W(X) 一 d| 以 概率 1 成 立 . 4 X > a Bt 
这 是 显然 的 ， 因 为 此 时 W(X) Sd. 当 X < d 时 ， 我 们 有 W(X) =X, 于 是 


V(X) -d=X -d-I(X) <X-d=W(X)-d<0. (1.41) 


证 毕 . v 
如 前 所 述 ， 这 个 定理 可 以 推广 : 用 风险 排序 理论 ， 我们 可 以 证 明 ,停止 损失 保 
险 不 仅 使 自 留 风 险 的 方差 达 最 小 , 同时 还 使 被 保险 人 的 期 望 效用 达到 最 大 ( 见 第 10 
章 ). 
在 以 上 的 定理 中 , 停止 损失 再 保险 与 其 它 类 型 保险 (X) 具有 相同 的 期 望 理赔 
和 保费 是 关键 的 ， 既 然 再 保险 公司 资本 在 停止 损失 保险 下 的 方差 大 于 在 其 它 的 类 
型 保险 下 的 方差 , 而 再 保险 公司 无 一 例外 地 ,至少 也 是 有 些 厌 恶 风险 的 ， 所 以 在 实 
践 中 再 保险 公司 对 停止 损失 再 保险 收取 更 高 的 保费 . 
例 1.4.26] 比例 再 保险 的 最 优 性 ) ”为 了 说 明 保费 不 依赖 于 再 保险 类 型 条 件 
的 重要 性 ， 我 们 考虑 一 个 相关 问题 : 假设 保险 人 收取 保费 (1+ 0)E[X], 正 寻求 最 有 
利 的 再 保险 (X) 满足 0 < I(X) < X, 且 自 留 风险 的 方差 给 定 如 下 : 





VarlX — I(X)] = V. (1.42) 
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在 自己 财务 状况 不 稳定 是 事先 确定 的 假设 之 下 , 保险 公司 希望 最 大 化 其 期 望 利润 . 
我 们 用 两 种 方法 计算 再 保险 公司 收取 的 再 保费 ， 第 一 种 情形 (A), 再 保险 公司 按 保 
险 人 原 保险 合同 条 款 收取 相同 的 再 保费 ， 因 此 ， 再 保费 等 于 (1 + 和)E[T(X)]. 第 二 
种 情形 (B), 再 保险 公司 根据 方差 原则 决定 再 保费 ， 这 就 意味 着 再 保险 公司 所 收取 
的 保费 等 于 期 望 什 加 上 I(X) 方差 a 倍 的 附加 保费 . 这 样 , 保险 人 就 可 以 确定 自己 
的 期 望 利润 ， 该 利润 等 于 所 收 的 保费 减 去 自 留 风险 期 望 值 以 及 再 保险 保费 , 具体 形 
式 如 下 : 


Ak (1 + 6)B[X] — E[X — 1(X)] - (1 + NEL(X)] 
= 0E|X] — AE[I(X)); (1.43) 
B:  (146)E[X] — E[X — 1(X)] - (EU(X)] + aVar[I(X)}) l 


= 0E[X] — aVar[I(X)]. 


正如 我 们 所 见 ， 两 种 情形 下 保险 人 的 期 望 利润 都 等 于 原 合同 期 望 利润 0E[X] 减 去 
再 保险 公司 的 期 望 利润 ， 显然， 我 们 必须 使 再 保险 公司 的 期 望 利润 达到 最 小 ， 因 
此 ， 产 生 了 下 面 的 最 小 化 问题 : 
A: min E[I(X)] 且 使 得 Var[X — 1(X)] =V; 
B: min Var[T(X)] 且 使 得 VarlX 一 I(X)] = V. 


问题 B 容易 解决 一 些 ， 首先 ， 
Var[I(X)] = Var[X] + Var[I(X) — X] — 2Cov[X, X — I(X)]. (1.45) 


因为 右边 的 前 两 项 是 固定 的 , 所 以 左边 的 最 小 化 等 价 于 协 方差 项 的 最 大 化 . 因为 X 
Al X-IX) 的 方差 是 给 定 的 , 所 以 可 以 取 I(x) = 7+ Be 使 得 大 和 X-IX) 完全 线 
性 相关 . 由 0< 1(z) <z 得 Y=0 和 0<B<1. 再 由 (1.42) 得 (1-B)? = V/Var[X]. 
因此 ， 如 果 给 定 自 留 风险 的 方差 ， 且 再 保险 公司 采用 方差 原则 ， 则 比例 再 保险 
I(X) = BX 是 最 优 的 ,其 中 B= 1 — yV Val]. 

对 于 情形 A, 我 们 利用 定理 1.4.1. 通过 对 d 求 导 ， 可 以 证 明 (见习 题 $1.4 第 3 
题 ) a(d) = E[X —(X 一 d)4] 以 及 o2(d) = Var[X — (X -d)4] 是 d 的 连续 函数 ， 注 
X 1(0) = 07(0) = 0, p(o0) = E[X] 和 cz(co) = Var[X]. 

在 图 1.3 中 ， 对 于 损失 随机 变量 X 和 d (0,00), 我 们 画 出 点 (uld), 02(d)) 对 
应 的 曲线 ， 由 定理 1.4.1 知 ， 其 它 再 保险 合同 7(.) 的 均值 和 方差 只 能 在 (1 o2)- 平 
面 的 上 述 曲线 之 上 ,因为 当 均值 相同 时 ,其它 再 保险 类 型 的 方差 至 少 不 小 于 停止 损 
失 再 保险 的 方差. 这 也 隐 含 这 些 点 只 能 位 于 曲线 的 左边 . 由 此 我 们 可 以 推断 , 类似 
于 定理 1.4.1, 非 比 例 停止 损失 保险 是 情形 A 的 最 优 解 ， 这 种 情形 下 的 停止 损失 再 
保险 也 是 Pareto 最 优 ， 其它 任何 的 再 保险 解决 方案 都 不 可 能 同时 使 保险 公司 的 方 
差 更 小 ， 而 且 期 望 利润 更 高 v 


(1.44) 
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Wi， od) 





d=0 大 


图 1.3 不 同 的 再 保险 合同 自 留 风险 的 均值 和 方差 ， 边界 线 为 停止 损失 再 保险 ， 
其 中 de [0, oo). 阴影 部 分 为 其 它 可 行 的 再 保险 合同 


§15 习 Æ 


§1.2 

1. 证 明 Jensen 不 等 式 : 如 果 v(x) 是 凸 函数 , W Llo(X)] > v(E[X]). 利用 凸 函数 的 定义 ， 
一 个 函数 v(z) 是 是 的 当 且 仅 当 对 任意 ro, 存在 一 条 直线 lo(z) = aoz + bo 使 得 lo(zo) = v(zo)， 
并 且 对 任意 > 有 lo(z) < v(x) GEH, lol) 是 vC) 的 一 条 切线 ). 特别 注意 v(x) = 2? 情形. 

2. 证 明 Jensen 不 等 式 的 逆 命 题 ， 如 果 Llv(X)] > v(E[X]) 对 任意 随机 变量 X R, W v 
是 凸 的 . 

3. 证 明 ， 如 果 Elv(X)] = v(E[X]) 对 任意 随机 变量 X 成 立 ， 则 v 是 线性 的 . 

4. 一 个 决策 者 使 用 效用 函数 u(x) = Vz, z > 0. 他 面临 两 个 选择 ， 用 他 现 有 的 全 部 财富 w 
交换 随机 额 X RY. X 和 Y 的 概率 分 布 如 下 ， 


z “PrIX =a] y Prl¥ =y] 
400 0.5 100 0.6 
和 


900 0.5 1600 0.4 


证 明 该 决策 者 偏好 X EF Y, 并 确定 w 的 取 值 范围 使 得 他 拒绝 做 任何 交换 ， 你 能 够 想象 出 这 
样 的 效用 函数 使 得 该 决策 者 偏好 Y 其 于 X? 

5. 证 明 对 厌恶 风险 的 保险 人 ， P” > E[X]. 

6. 一 个 保险 人 承保 一 个 风险 X, 收取 保费 后 ， 他 拥有 财富 w= 100. 如 果 他 使 用 的 效用 函 
数 为 u(w) = log(w), H Pr[X = 0] = Pr[X = 36] = 0.5, 那么 为 了 让 再 保险 人 承担 所 有 的 风 
险 ， 该 保险 人 乐意 支付 给 再 保险 人 的 最 大 保费 是 多 少 ? 不 仅 要 确定 精确 值 ， 同 时 也 给 出 例 1.2.4 
中 (1.18) 的 近似 值 . 

7. 在 上 题 中 ， 如 果 再 保险 人 的 最 小 保费 为 19, 使 用 与 保险 人 相同 的 效用 函数 ， 试 确定 再 保 
险 人 的 财富 W. 
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8. 试 描述 具有 以 下 风险 行为 个 体 的 效用 函数 : 在 一 公平 赌博 中 ， 当 他 赢 了 1 元 以 后 ， 他 对 
问题 “加 倍 赌注 或 退出 ”的 回答 是 “加 倍 ”; 当 再 次 赢 了 之 后 , 他 犹 玉 很 长 时 间 才 同意 “加 倍 '; 他 
第 3 次 的 回答 是 “退出 ”. 

§1.3 

1. 证 明 (1.19) 中 的 各 型 效用 函数 都 有 非 负 、 递 减 的 边际 效用 ， 且 其 风险 厌恶 系数 可 以 写成 
形式 r(w) = (y+ Bu) 

2， 证 明 平 方 效用 函数 的 风险 厌恶 系 数 随 拥 有 的 财富 递增 、 验 证 (1.28)~(1.30)， 并 证 明 由 
(1.30) 给 出 的 P(w) 满足 P’(w) > 0. 

3. 对 指数 效用 函数 , 证 明 P” 满足 (1.20), H (1.10) 的 解 P+ 具有 (1.20) 相同 的 表达 式 . 

4. 证 明 ， 当 风险 厌恶 系数 a 趋 于 0 时 ， (1.20) 中 的 指数 保费 单调 碱 趋 于 纯 保 费 . 

5. 证 明 ， 如 果 X ~ N(y,07) H ul) 是 指数 型 ， 则 例 1.2.4 中 的 近似 是 精确 的 . 

6. 利用 参数 a = 0.001 的 指数 效用 函数 ， 对 于 风险 变量 X ~ N(400,25000) 和 YY ~ 
N(420, 20000), 确定 哪 一 个 保费 较 高 ， 并 给 出 a 的 取 值 范围 使 得 前 者 的 保费 较 高 . 

7. 假定 u(w) 的 边际 效用 与 1/w 成 比例 ， 即 对 某 个 k > 0 和 任意 w > 0, 有 w(w) =k/w, 
R ulw). 在 例 1.2.1 圣彼得堡 悖 论 中 利用 这 个 效用 函数 ， 试 确定 价格 P 使 得 参与 游戏 是 值得 
的 . 

8. 一 个 保险 人 使 用 指数 效用 函数 ， 以 保费 P 承保 服从 N(1000, 100°) 分 布 的 风险 . 已 知 
P > 1250, 求 风险 厌恶 系数 a? MRA X 的 最 纲 为 “元 ", 那么 a 的 量 纲 是 什么 ? 

9. 一 个 风险 X 的 均值 为 ELX] = u, HAX Var[X] = 07. 已 知 对 任意 可 能 的 a > 0, 风险 
REREH a 的 指数 效用 函数 对 应 的 零 效 用 保费 含有 相对 安全 附加 系数 3o?a/j、 试 确定 X 
的 分 布 ? 

10. 对 于 等 效用 函数 ， 令 c | 0 可 以 导出 何 种 效用 函数 ? (考虑 线性 变换 (w° - 1)/c.) 
§1.4 


1. 绘 出 以 下 分 布 的 停止 损失 变换 ， 
0, 当 z< 2 时 ， 
F(z)=1z/4， 当 2<z<4 时 ， 
1, 当 4 和 z 时 . 


2. 如 果 E[(S 一 d)+] = 4(1-d)*,0<d <1, 试 确定 S 的 分 布 . 
3. [A] 对 于 问题 A 的 优化 ， 证 明 


HK(d)=1- Fx(d) 和 (07) (d) = 21 — Fx(d)][d - p(a)], 


并 验证 这 两 项 是 非 负 的 . 

4, [A] 如 果 在 (1.42) 中 把 “=” 换 成 “<”, LV 为 A 、B 两 情形 下 自 留 风 险 方差 的 上 
界 ， 那 么 结论 如 何 ? 

5. 对 于 一 个 均值 为 in 方差 为 o? 的 风险 X, 其 变异 系数 V[] EY o/u. 通过 比较 停止 损 
失 再 保险 中 自 留 风险 W(X) = X — (X 一 d)+ 的 方差 与 某 个 适当 的 比例 再 保险 中 自 留 风险 的 方 
差 , 证 明 V[W] < V[X]. 利用 等 式 : min{X,d} = min{min{X,t}, d}, d < t, EA Vimin{X, d}] 
关于 d 递增 . 
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6. 设 随机 损失 X ~ N(0, 1), 考虑 如 下 的 保险 , 当 损 失 额 为 x 且 z > d 时 , BB I(x) = 2; 
否则 I(z) = 0, 其 中 d > 0 是 某 个 给 定 的 数 . 证明 这 类 保险 的 纯 保 费 为 标准 正 态 分 布 的 概率 密 
度 函数 %(z), 并 把 该 保费 与 自 留 额 为 d 的 停止 损失 纯 保 费 作对 比 . 
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§21 5] F 


本 章 我 们 主要 讨论 保险 人 风险 组 合 的 总 理赔 额 S 的 分 布 函数 ， 我 们 不 仅仅 要 
确定 保险 人 随机 资产 的 均值 和 方差 ， 还 要 确定 其 理赔 额 超过 某 一 给 定 门限 值 的 概 
率 . 为 了 能 够 应 用 前 一 章 所 提 到 的 理论 , 我 们 也 需要 一 个 关于 总 理赔 额 5 的 模型 . 
为 了 确定 在 险 价值 (VaR), 如 水 平 99.9%, 我 们 需要 对 分 布 函数 的 逆 函 数 作出 好 的 
近似 ， 尤 其 是 后 尾部 ， 本章 我 们 提出 的 模型 是 针对 个 别 (通常 是 不 同 的 ) 保单 . 如 
同 在 非 寿 险 数学 中 那样 , 我 们 不 考虑 货币 的 时 间 价值 . 然而 这 对 于 残疾 险 和 长 期 健 
康 险 是 非常 重要 的 ， 基 于 这 个 原因 ， 我 们 有 时 把 这 两 种 类 型 的 险种 看 作为 寿险 . 

在 保险 实务 中 , 风险 通常 不 能 由 纯 离散 的 或 纯 连续 的 随机 变量 来 刻画 . 例如 ， 
在 责任 险 中 , 理赔 额 有 很 大 的 取 值 范围 , 每 一 种 理赔 额 都 对 应 一 个 非常 小 的 发 生 概 
率 , 有 两 种 例外 情况 不 容 忽 视 : 无 理赔 (理赔 额 为 0) 发 生 的 概率 很 大 ， 以 及 理赔 额 
等 于 最 大 保险 金额 的 概率 ( 即 损失 超过 某 一 门限 值 的 概率 ). 为 求 这 样 的 混合 随机 变 
HHH, RARS - 斯 带 尔 切 斯 积分 (Riemann-Stieltjes) 积分 ， 而 不 必 去 深究 
其 数学 原理 . 能 够 产生 这 种 类 型 随机 变量 的 一 个 简单 而 灵活 的 模型 是 混合 模型 . 该 
模型 取决 于 事件 结果 : 对 于 0 理赔 和 最 大 额 理赔 ,采用 离散 分 布 ， 其 它 情况 用 连续 
分 布 ， 后面， 我 们 将 给 出 每 个 保单 理赔 额 的 混合 模型 示例 . 

假设 一 项 业务 中 的 风险 是 独立 的 随机 变量 ， 那 么 总 风险 的 分 布 可 以 用 卷 积 得 
到 . 然而 这 样 做 非常 麻烦 ， 因 此 需要 其 它 更 简单 的 方法 . 方法 之 一 就 是 利用 和 矩 母 函 
数 (mgf) 或 利用 相关 的 一 些 变换 ， 如 特征 函数 、 概 率 母 函数 (pgf) 、 累 积 量 母 函数 
(cgf). 有 时 需要 通过 辨认 一 个 卷 积 的 矩 母 函数 来 识别 其 对 应 的 分 布 函数 

一 种 完全 不 同 的 方法 是 对 5 的 分 布 作出 近似 . 如果 S 是 “很 多 ”随机 变量 的 
和 ， 那 么 根据 中 心 极限 定理 ， 我 们 可 以 用 与 S 有 相同 均值 和 方差 的 正 态 分 布 去 近 
似 5 的 分 布 ， 我 们 也 将 指出 ， 这 种 近似 在 保险 实践 中 不 能 令 人 满意 ， 尾 概率 的 近 
似 误 差 偏 大 ， 转 化 为 数学 语言 即 是 ， 5 的 三 阶 中 心 矩 通常 大 于 0, 而 正 态 分 布 的 三 
阶 中 心 矩 等 于 0. 因为 在 保险 实践 中 ， 尾 概率 对 应 于 大 额 理赔 的 概率 ， 所 以 需要 5 
分 布 的 更 为 精细 的 近似 . 我 们 给 出 一 种 基于 平移 伽 玛 近似 和 另 一 种 正 态 功 效 (NP) 
近似 . 这 两 种 近似 的 效果 是 可 以 比较 的 . 后 者 可 以 由 标准 正 态 分布 表 直接 得 出 , 而 
前 者 可 以 由 计算 机 经 过 数值 计算 得 到 , 或 (如 果 需 要 ) 也 可 以 由 同样 的 N(0,1) 表 近 
似 得 到 . 
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另 一 种 近似 个 体 风 险 模型 的 办 法 是 用 下 一 章 中 的 聚合 风险 模型 . 


§2.2 混合 分 布 和 风险 


本 节 我 们 讨论 保险 风险 的 一 些 实例 , 即 一 份 保单 的 理赔 额 . 由 于 纯 离散 随机 变 
基 和 纯 连 续 随机 变量 都 不 能 描述 这 种 风险 ， 所 以 我 们 必须 先 拓展 分 布 函数 类 . 
根据 概率 理论 ， 我 们 知道 每 一 个 分 布 函数 FO) 都 满足 
F(-o0) =0, F(+00) = 1; 
F(-) 单调 增 ; (2.1) 
FO 右 连续 . 
如 果 FO 是 一 个 阶梯 函数 ， 即 具有 常数 部 分 和 可 数 个 不 连续 点 的 函数 ， 则 FE) 以 
及 具有 这 种 分 布 函 数 的 随机 变量 X 称 作 是 离散 的 . 相应 的 概率 (质量 ) 函数 代表 z 
处 的 跨度 ， 所 以 


f(x) = F(z) — F(z —0) = Pr[X =a], Wz € (-00, 00). (2.2) 


对 于 所 有 的 z, 我 们 都 有 f(z) > 0 和 YD, f(z) = 1, 其 中 求 和 是 对 那些 满足 f(z) > 0 
的 所 有 z RA. 
一 种 特殊 情形 是 F(z) 是 绝对 连续 的 . 这 意味 着 如 果 f(z) = F'(z), WA 


F(z) = j “fat. (2.3) 


在 这 种 情况 下 ，f(z) 称 为 概率 密度 函数 . 同样 f(z)>0, H /f(z)dz=1. 注意 , 正如 
在 数理 统计 中 常常 出 现 的 那样 ， 这 种 没有 积分 限 的 记号 代表 f(z) 在 区 间 (—00, 00) 
上 的 定 积分 ， 而 不 是 任意 一 个 不 定 积分 ， 即 以 f(z) 为 其 导 函 数 的 任 一 函数 . 

在 统计 学 中 ， 所 有 的 随机 变量 要 么 为 离散 型 要 么 为 连续 型 ， 几 乎 无 一 例外 . 然 
而 保险 领域 却 不 总 是 这 样 .许多 被 用 来 模拟 保险 理赔 支付 的 分 布 函 数 有 连续 增长 
的 部 分 ， 同 时 也 有 离散 的 、 正 的 跳跃 部 分 设 2 代表 某 个 保单 的 理赔 支付 ， 则 有 
三 种 情况 ， 

1. 保单 合同 无 理赔 ， 因 此 Z = 0. 

2. 保单 合同 的 索赔 数额 大 于 最 大 的 保险 金额 M, 则 2 = M. 

3. 保单 合同 产生 正常 的 索赔 数额 ， 则 0< Z < M. 

显然 ，2 的 分 布 函数 在 0 和 M 处 各 有 一 个 跳 越 . 对 于 中 间 部 分 ， 我 们 可 以 用 
一 个 离散 分 布 ， 因 为 理赔 支付 是 货币 单位 的 某 些 整数 倍 . 这 样 会 有 很 多 可 能 的 理赔 
RG, 其 各 自 的 发 生 概率 都 很 小 ,因此 用 一 个 连续 分 布 函数 会 更 方便 . 在 这 种 情 
形 下 ， 分 布 函数 既 不 是 完全 离散 ， 也 不 是 完全 连续 . 图 2.2 绘 出 了 连续 / 离散 分 布 
函数 混合 分 布 ， 也 见习 题 81.4 第 1 题 . 
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下 面 的 两 阶段 模型 使 得 我 们 能 够 构造 这 样 一 个 随机 变量 ， 该 变量 的 分 布 为 离 
散 和 连续 分 布 的 混合 分 布设 了 为 示 性 随机 变量 , 取 值 为 0 和 1, 其 中 了 = 1 表示 
某 个 事件 发 生 . 假设 事件 发 生 的 概率 为 4 = Pr = 4,0< gq <1. FI =1, 则 索赔 
2 与 六 分布 相同 ; 车 T=0, 则 2 Y 分 布 相同 ， 即 
Z=IX+(1-DyY. (2.4) 
MRI =1, W ZTA XE 如 果 了 =0, 则 2 可 用 Y 替代 .注意 我 们 可 以 假 
设 X, Y 与 了 相互 独立 ， 因 为 给 定 了 = 0, X 的 值 是 无 关 紧 要 的 ， 所 以 可 以 认为 
Pr[X < z|I =0] = Pr[X < olf = 1. 因此，2 的 分 布 函 数 可 以 写成 
F(z) = PrlZ < z) 
= Pr[Z < z, I = 1] + Pr[Z < z, I =0] 
= Pr[X < z, I = 1) + Pr[Y < z, I =0)} 
= qPr[X < z] + (1 — q) Pr[Y < 2). (2.5) 
现在 ， 令 X 为 一 个 离散 随机 变量 ，Y 为 一 个 连续 随机 变量 ， 由 (2.5) 得 
F(z) — F(z — 0) = qPr[X = 2] 
a d 
F'(2)= (1-0) $ PHY < 对 (2.6) 
这 种 构造 法 产生 的 分 布 函 数 F(z) 在 使 得 Pr[X = 2] > 0 的 z 处 有 了 跳跃， 但 F(z) 不 
是 一 个 阶梯 函数 ， 因 为 在 Y 的 值 域 上 F'(z) > 0. 
为 了 计算 2 WR, MARR Elet?) 和 停止 损失 保费 EZ- d)+], 我 们 必须 计 
算 2 的 函数 的 期 望 ， 为 此 ， 我 们 用 条 件 期 望 的 平滑 公式 : 


EIW] = E[B[WIV]]. (2.7) 
取 公式 中 的 W = 9(2), 并 用 I RE V, 其 中 o0) ERTER. IIA h(i) = 
EIZ) = ij, 我 们 得 到 
Blg(Z)| = BElg(2) 四 = PIRCDI = qh(1) + (1 — a)h(0) 

= qElo(Z)|I = 1] + (1 - )EW(Z)II = 0} 

= qE) = 1] + (1 - EWY) = 0) 

= gElg(X)] + (1— 9) E[9(¥)] 

= aD Px = a+- 0 oE PY < alae 


= 》 g(a)[F(z) — F(z - 0)]+ [ ~ 9(z)F"(z)dz. (2.8) 
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这 里 F(z 一 0) 表示 左 极限 ， 同 时 利用 分 布 函数 是 右 连续 的 ， 有 F(z +0) = F(z). 
注 2.2.1( 黎 曼 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 ) ”注意 到 式 (2.8) 的 结果 是 由 一 个 求 和 项 和 
一 个 通常 黎 曼 积分 组 成 ， 它 可 以 写 为 如 下 的 一 个 黎 曼 - 斯 蒂 尔 切 斯 积分 ， 


Blo(2)= sare). (29) 


微分 dF(z) = Fz(z) - Fo(z - dz) 表示 于 z 点 的 概率 ， 即 若 有 概率 存在 ， 则 该 微 
分 表示 分 布 函数 在 z 点 的 跳跃 高 度 ; 若 在 z 处 分 布 函数 没有 跳 聊 ， 则 该 微分 等 于 
F'(z)dz. 这 里 ， dz 表示 一 个 正 的 无 穷 小 量 . 它 的 主要 特征 是 正 值 ， 但 小 于 任意 一 
个 正 数 ， 注 意 分 布 函数 F(z) = Pr[2Z < z] 是 右 连续 的 ， 在 寿险 数学 中 ， 黎 曼 - 斯 
蒂 尔 切 斯 积分 ， 也 称 作 广义 黎 曼 积分 ， 引 发 出 使 用 被 积 函 数 的 哪 种 取 值 ( 左 极限 ， 
右 极 限 或 被 积 函数 真实 值 ) 问题 . 我们 通过 只 考虑 连续 的 被 积 函 数 来 回避 这 一 问 
题 . v 
TE 2.2.2( 混 合 随机 变量 与 分 布 ) ”可 以 如 下 概括 上 述 内 容 ， 当 考虑 如 (2.10) 所 
示 混 合 随机 变量 时 , 就 会 有 一 个 相应 的 混合 连续 / 离散 分 布 函数 Fz(z) = Pr[2 < 2], 


Z=IX+(1-Dy, (2.10) 


其 中 X 为 一 个 离散 随机 变量 ， Y 为 一 个 连续 随机 变量 ， 了 是 独立 于 六 和 Y 的 
Bernoulli (q) 随机 变量 Z 的 分 布 函数 是 X 和 Y 的 分 布 函数 的 混合 ( 凸 组 合 ), 见 
(2.5): 


Fz(z) = qFx(z) + (1 — q)Fy (z). (2.11) 
为 了 求 得 9(2) 的 期 望 ， 我 们 可 以 由 Elg(X)] 和 Elg(Y)] 的 混合 得 到 ， 见 (2.8): 
Elg(Z)] = gE lg(X)] + (1 ~ q)Elg(¥)]- (2.12) 


值得 注意 的 是 ， 凸 组 合 T = 9X + (1 — 9)Y 的 分 布 函数 并 不 都 有 形式 (2.11), a 
(2.12) 对 于 g(z) = z 是 成 立 的， 见 §2.2 第 8 题 和 第 9 题 . 

例 2.2.3( 自 行车 被 盗 险 ) 考虑 一 种 对 自行 车 被 盗 有 保障 的 保单 : ee 
“自行 车 被 盗 ”发 生 时 ， 赔 付 " 给 被 保险 人 ， 同 时 保险 人 的 保险 责任 终止 ， 显 然 ， 
正如 大 多 数 寿险 保单 一 样 ， 这 种 保单 的 赔付 次 数 为 0 或 1, 且 事 先知 道 赔付 额 假 
设 保险 事故 发 生 的 概率 为 g, 以 X = 1b 表示 理赔 支付 ， 其 中 工 为 Bernoulli(q) 示 性 
随机 变 基 ，7 = 1 表示 自行 车 被 盗 ， 工 = 0 表示 未 被 盗 . 类 似 (2.4), 我 们 可 以 把 X 
重新 表示 为 六 = d+ (1 一 了 )0. 的 分 布 和 和 矩 可 以 由 了 的 分 布 和 和 矩 得 到 ， 


Pr[X = b] = Pr{J = 1] = g; 
Pr[X = 0] = Pr[I = 0) =1-q; (2.13) 
E[X] = bE[I] = bg; Var[X] = b?Var[I] = b?¢(1 — q). 
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现在 , 假设 自行 车 未 锁 而 被 盗 , 保险 人 赔付 一 半 . 在 荷兰 , 许多 自行 车 被 次 保单 不 区 
分 这 种 理赔 数额 的 差别 . 保险 人 在 理赔 调查 时 ， 只 要 求 被 保险 人 在 索赔 时 呈 交 所 有 
的 原始 关键 材料 ， 于 是 X = TB, 其 中 B 代表 随机 赔付 额 . 假设 理赔 支付 X = 400 
和 X = 200 的 概率 分 别 为 0.05 和 0.15, WA 


Pr{J = 1, B= 400] = 0.05; Pr[T= 1, B = 200] = 0.15. (2.14) 


因此 ， Pr[I = 1] = 0.2, Pr[T= 0] = 0.8, 并且 


Pr[B = 400|f = 1] = et = 0.25. (2.15) 
这 表示 在 自行 车 被 盗 的 情况 下 ， 在 被 资 时 自行 车 是 锁 着 的 概率 . v 
例 2.2.4( 有 索赔 ， 且 索赔 额 服从 指数 分 布 ) ”假设 风险 X 有 如 下 分 布 : 
1. Pr[X = 0] = 3; 


2. Pr[X € [z,z+dz)j] = }Be~**dx, B=0.1,2>0, 
这 里 dz 表示 一 个 正 的 无 穷 小 基 ，X 的 均值 是 多 少 ? 对 于 风险 厌恶 系数 为 a = 0.01 
且 具 有 指数 效用 函数 的 人 ， 愿 意 为 风险 X 支付 的 最 大 保费 为 多 少 ? 

随机 变量 X 不 是 连续 型 的 ， 因 为 X 的 分 布 函数 在 0 ATER, X 也 不 
是 离散 的 ， 因 为 其 分 布 函 数 不 是 一 个 阶梯 函数 ， 其 导 函 数 Prfz < X < z + dz]/dz 
当 z > 0 时 为 正 ， 在 计算 X 的 均值 时 ， 可 以 把 分 布 函数 有 跳跃 的 部 分 单独 处 理 ， 
见 (2.9). 由 此 ， 我 们 有 


E[X] =/ zdFx(z) = 0dFx(0)+ [zr (de 
= sf zBe~**dx = 5. (2.16) 


如 果 被 保险 人 使 用 的 是 参数 为 a = 0.01 的 指数 效用 函数 ， 则 由 (1.21) 得 到 最 大 保 
R Pt: 


i 0 
Pt =L og(mx (6)) = bg (eao f epe Pas) 
a a 2 Jo 


= Liog (入 到) = 100 og (2) = 5A. (2.17) 
把 X Bm (2.10) 形式 ， 也 可 以 得 到 同样 的 结果 . V 


例 2.2.5( 有 最 大 保险 金额 的 责任 险 ) ”考虑 承包 责任 损失 为 5 的 保单 . 我 们 希 
望 得 到 这 个 保单 理赔 支付 X 的 均值 、 方 差 和 分 布 ， 其 中 免 赔 额 为 100, 最 大 理赔 支 
付 为 1000. 换言之 ， 如 果 S < 100, 则 X = 0; 如 果 S > 1100, 则 X = 1000; 否则 ， 
X = 5 一 100. 发 生理 赔 (S> 100) 的 概率 是 10%, 发 生 大 额 损失 (S> 1100) 的 概 
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率 是 2%. 给 定 100 < S < 1100, S 服从 U(100, 1100) 分 布 ， 这 里 U(a,b) 表示 区 间 
(a,b) 上 的 均匀 分 布 . 同样 的 ， XX 可 以 表示 成 X = TB, 其 中 了 表示 理赔 支付 次 数 
(0 或 1), B 代表 理赔 支付 ， 因 此 ， 


Pr[B = 1000|7 = 1] = 0.2; (2.18) 
Pr[B € (z,z +dz)|I =1]=cdz, 0<z< 1000. 
后 者 在 re (0, 1000) 上 积分 等 于 0.8, FÆ c = 0.0008. 

给 定 工 = 1, B 的 条 件 分 布 函 数 既 不 是 离散 型 的 ， 也 不 是 连续 型 的 ， 在 图 2.1 
H, 我 们 尝试 画 出 给 定 工 = 1, B 的 “概率 密度 函数 ”. 在 水 平 轴 1000 处 , 我 们 用 水 平 
轴 无 限 小 的 宽度 、 垂 直 轴 无 限 长 的 高 度 ， 并 且 其 面积 为 0.2 的 区 域 表示 这 一 点 的 概 
率 堆积 ， 实 际 上 ， 我 们 已 画 出 f), 其 中 f(x) = 0.0008, z € (0,1000); f(x) = 0.2/e, 
x € (1000, 1000 + £), 其 中 < 为 充分 小 的 正 数 . 


Area = 0.2 





Area = 0.8 





0 1000 
图 2.1 Se 1 = 1,8 的 “概率 密度 函数 ” 
AR X 的 分 布 函 数 F, 我 们 有 


F(x) = Pr[X < z] = PrlIB < z) 
= Pr[IB < z, I = 0]+ Pr[IB < z, 1 = 1} 
= Pr|IB < z|I = 0] Pr[I = 0} + Pr[IB <2|f = 1]PrZ =1), (2.19) 


由 此 得 


0x09+0x01= z<0, 
F(z)= 4 1x0.9+1x0.1=1, <> 1000, (2.20) 
1x0.9+czx0.1， 0<z < 1000. 
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图 2.2 绘 出 了 X 的 分 布 函数 F. F 的 微分 (“密度”) 形式 为 





0.9, r=0, 
0.02 z = 1000. 
dF(z) = 2.21 
(2) ; z <0 3È z > 1000, (2.21) 
0.00008 dz, 0 <z < 1000. 
X 的 矩 可 以 由 这 个 微分 算出 . v 
1 
0.98 
0.9 
1 
4 
0 1000 


图 2.2 例 2.2.5 H X 的 分 布 函数 F 
利用 如 下 众所周知 的 方差 分 解 准则 (参考 (2.7)), 形 如 1B 的 风险 方差 可 以 通过 
RE I, B 的 条 件 分 布 来 计算 : 
Var[W] = Var[E[W|V]] + E[Var[W|V]]. (2.22) 


ERIRE I = 0, B 的 条 件 分 布 无 关 紧 要 . 为 方便 , 不 妨 设 此 条 件 分 布 与 给 定 工 = 1, 
B 的 条 件 分 布 相同 ， 也 即 假定 工 和 B 相互 独立 . W q = PrlI = 1), p = EIB] 和 
o? = Var[B], 则 我 们 有 EIXM = 1) = y # E[X]I = 0] =0. FUA, E[XM = i] = pi, 
i= 0,1, 类 似 地 也 有 Var[X|I = i] = o?i. 因此 
EIXIN=pI 和 Var[X|I] = c27， (2.23) 
由 此 得 
E[X] = E{E[X |] = Ell) = pa; 
Var[X] = Var[E[X|J]] + E[Var[X|J]] = Var[ul] + Elo?1] 
= wa(1-q)+07q. (2.24) 
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82.3 卷 M 


在 个 体 风险 模型 中 ， 我 们 感 兴趣 的 是 多 个 保单 总 理赔 5 的 分 布 : 
S=X14+Xo+---+ Xn, (2.25) 

其 中 Xi 表示 保单 i 的 理赔 额 . 假定 风险 Xi (i = 1,…,n) 是 相互 独立 的 ， 如 果 这 
种 独立 性 对 某 些 风险 不 成 立 ,例如 同一 建筑 中 不 同 楼 层 的 火灾 保险 保单 , 那么 这 些 
风险 应 当 合 在 一 起 作为 (2.25) 中 的 一 项 . 

卷 积 运算 是 通过 两 个 独立 随机 变量 X 和 YY 的 分 布 函数 按 如 下 方式 来 计算 X + 
Y 的 分 布 函数 : 

Fx+y(8) = Pr[X +Y < s] 


i 

= f, Pr[X +Y < slX = z]dFx (z) 
pos 

= f Pr[Y < s — z|X = z]dFx (2) 
Led 


= 广 Pr[Y < s — z]dFx (z) 


= 广 Fy(s — 2)dFx (z) =: Fx * Fy(s). (2.26) 


分 布 函数 Fx * Fy(-) 称 为 Fx() 和 Fy() HBR. 对 于 概率 密度 和 概率 函数 ， 我 
们 有 同样 的 记号 ， 如 果 X 和 Y 是 离散 型 的 ， 则 有 


Fx * Fy(s) = >>: Fy(s— 2) fx(z) 


i fx* f(s) = E frs- 2)fx(2), (2.27) 
其 中 求 和 是 取 遍 所 有 使 得 fx(z) > 0 2. 如 果 X BLY 是 连续 型 的 ， 则 

Fx » Fy(s) = 人 py(s - z)fx(z)dz. (2.28) 
对 积分 号 下 求 导 得 

fx fro) = [7 fols—2)fxterde. (2.29) 


注意 卷 积 运算 并 不 局 限于 两 个 分 布 函数 ,为 求 X+Y + 2 的 分 布 函 数 ， 我 们 在 做 
卷 积 运算 时 所 采用 的 卷 积 次 序 无 关 紧要 ， 因此， 我 们 有 


(Fx * Fy) * Fz = Fx * (Fy * Fz) = Fx + Fy * Fz. (2.30) 
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nn 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 之 和 的 分 布 函 数 是 共同 边际 分 布 F 的 n 重 卷 积 , 记 为 
F*#F*...*F =: F”, (2.31) 
P 2.3.1( 两 个 均匀 分 布 的 卷 积 ) RX ~U(0,1) MY ~U(0,2) 相互 独立 , R 


X +Y 的 分 布 函 数 . 
为 表达 方便 ， 我 们 引进 示 性 函数 .一 个 集合 4 的 示 性 函数 定义 为 


1 当 ze4 时 ， 
0, 4 z ¢ A 时 . 
示 性 函数 可 以 给 定义 于 不 同 区 间 上 有 不 同 取 值 的 函数 提供 非常 简洁 的 表达 .对 任 
Mc, X 的 分 布 函数 可 以 表达 为 


Ta(z) = { (2.32) 


Fx (zx) = zllo,1) (7) + Ili,o0) (7), (2.33) 
又 Fý ly) = 10,2)(y), Yy, 进而 有 
dFy(y) = Siow (Vay. (2.34) 


X Y +X 而 不 是 X +Y 应 用 卷 积 公式 (2.26) 得 
oo 2 
Frax(s)= f" Fx(e-wdFv(y) = J Fee-w3an 920. 285) 
感 兴趣 的 区 间 是 0 < s < 3. 把 该 区 间 分 为 区 间 (0,1), (1,2) 和 (2,3) 得 
Fx+y(8) = {[ -wiw) Tlo,1)(s) 


F + { [Fae f o- wha} nao 


+ We Bdy+ fe - wa} T)(8) 


à 了 21oa 人 9) 十 10s ~1)Iny(s) + [1 - 73 — 5)"lIz.)(8). (2.36) 


TER X+Y 是 关于 s = 1.5 对 称 . 尽管 上 面 问题 可 以 利用 图 形 基于 面积 来 计算 概率 

(见习 题 82.3 第 5 题 ), 但 是 上 面 的 推导 很 好 地 说 明了 即使 在 简单 均匀 分 布 情形 求 卷 

积 计 算 也 是 繁杂 的 . v 
Bl 2.3.2( 离 散 分 布 的 卷 积 ) 设 


1/4, 2=0, B 1/4, x=0, 
fi(z)= 41/2, z=1, p= fa(z)= 4 1/2, z=2, 
1/4,z=2, 2 


.24 第 2 章 个 体 风险 模型 





以 fire 表示 fi 和 fo 的 卷 积 ， 户 +2+3 表示 fi, fo 和 fs HBB. WR 及 +42+3, 我 
们 需要 计算 出 表 2.1 中 的 各 个 数值 . 可 见 ， 在 离散 情形 求 卷 积 运算 也 是 繁杂 的 ， 并 
A fi(z) 关 0 的 点 越 多 ,计算 的 复杂 度 越 高 . v 


表 2.1 例 2.3.2 中 的 卷 积 计算 
A(z) * falz) = filz) * falz) = fitzt+3(7) => Firzis(z) 





x 

0 1/4 1/2 1/8 1/4 1/32 1/32 
1 1/2 0 2/8 0 2/32 3/32 
2 1/4 1/2 2/8 1/2 4/32 7/32 
3 0 0 2/8 0 6/32 13/32 
4 0 0 1/8 1/4 6/32 19/32 
5 0 0 0 0 6/32 25/32 
6 0 0 0 0 4/32 29/32 
7 0 0 0 0 2/32 31/32 
8 0 0 0 0 1/32 32/32 





B 2.3.3(iid 均匀 分 布 的 卷 积 ) HX, i= 1,2,…,n, 相互 独立 , BARA U0, 1) 
分 布 ， 利 用 卷 积 公式 和 归纳 法 ， 可 以 证 明 对 任意 zx > 0, 5 = X+ t Xn 的 概率 
密度 为 


fn 1)* hyn 2 
fete) = Goad (7) -ore-H, (2.37) 
其 中 四 表示 z 的 整数 部 分 ， 见 习题 92.3 4. v 


例 2.3.4( 泊 松 分 布 的 卷 积 ) BX ~ Poisson(A) Al Y ~ Poisson(u) 相互 独立 . 
由 (2.27), 我 们 有 





eh’ u/s 一 工 
fx+r(s) = È frl- 2)fxt@) =- L (e) X 
= ent AB) s=0,1,2,---, (2.38) 
8! 


其 中 最 后 等 式 利用 二 项 式 展开 公式 . A, X -+Y 服从 Poisson(\+ u) 分布 . 习题 
§2.4 第 2 题 给 出 另 一 种 不 同 的 证 法 . v 


524 X 换 
AURAA SOLE BA ET A BEA EA EE ERA. ER 


§24 变 换 7B: 


数 (mgf) 就 是 这 种 变换 之 一 ， 对 一 个 非 负 随机 变量 X, 其 矩 母 函数 定义 为 
mx(t)= E [eX], -oo<t< 几 (2.39) 


其 路 为 某 个 常数 . 因为 我 们 特别 要 用 到 甜 母 函 数 在 0 点 附近 的 小 区 间 里 的 取 值 ， 
所 以 要 求 h > 0. WRX 和 Y 相互 独立 ， 则 


mx+r(t) = E [eb] = E [eX] E [e] = mx(t)my(t). (2.40) 


EMARE BART DY FA BS PR. EE BE XP WY 
的 ,所 以 每 个 分 布 函数 恰 对 应 唯一 的 矩 母 函 教 ,而 且 一 个 分 布 函数 序列 极限 的 矩 母 
函数 等 于 对 应 的 矩 母 函数 序列 的 极限 ， 见 习题 $2.4 第 12 题 和 第 13 题 . 

对 于 某 些 具有 重 尾 的 分 布 ， 如 柯 西 分 布 ， 其 矩 母 函数 不 存在 . 但 是 特征 函数 总 
是 存在 的 .特征 函数 定义 为 


$x(t) =E[e**], -oo<t<oo. (2.41) 


特征 函数 的 一 个 不 足 之 处 是 需要 处 理 复数 ,尽管 经 验 告诉 我 们 , 无 论 是 实数 t 还 是 
虚数 t 我 们 得 到 的 都 是 同样 的 结果 .例如 ， el = e- 是 N(0,2) 分 布 的 特征 函 
数 ， 其 矩 母 函 数 为 ef 

甜 母 函数 正如 其 名 称 所 表明 的 那样 ,可 以 用 来 产生 随机 变 基 的 各 阶 矩 . 利用 通 
常 的 er 的 展开 式 可 以 得 到 


oo k 
mx 人 =》 Fee (2.42) 
k=0 四 
所 以 X K k WERF 
E[X*]= I ino, x (2.43) 
类 似 的 技巧 可 用 于 特征 函数 . 


概率 母 函 数 (pgf) 仅 用 于 取 值 为 自然 数 的 随机 变量 ， 定 义 为 
9x(t) = E[t*] = Soe! Pex =k]. (2.44) 
k=0 


因此 ， (2.44) 中 的 概率 Pr[X = k] 作为 概率 母 函 数 展开 式 中 的 系数 . 若 |t| < 1, 则 
级 数 (2.44) 总 是 收敛 的 . 
累积 量 母 函数 (cof) EFUB POG, HEH 


kx(t) = logmx(t). (2.45) 
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对 (2.45) 求 导 三 次 并 令 t= 0, 可 以 得 到 x(t) 关于 0 点 的 Taylor 展开 式 的 前 几 项 
$ (E = 1,2,3) 的 系数 分 别 为 EIX], Var[X] 和 ELX — EIX)? 由 这 种 方式 得 到 的 
HUE X 的 半 不 变 重 , 记 为 kk, 二 1,2,…. 另 一 种 推导 方法 如 下 : 记 ju = E [X*], 
并 以 OUE) BAR t H k KERET k KERHD, WA 


mx(t)=1+mt+ zmt + ipat? +O(t*), (2.46) 
再 利用 log(1 + z) = 2 — 32? + 323+ O(24), 可 得 
logmx(t) = log 4 十 jat 十 Bi + Bt + ow) 
= Jat 十 phat? + cust? +O(t*) 
-5 {uit? + mmt? + O(t*)} 
+3 {ule + O) + 0(¢4) 
= pt + Sua WB) + Bus — 3p1p2 + 2p)6 + Oe) 
= EIXJt+ Var(X] 5? + BUX - EIX gt +O). (247) 


随机 变量 X 的 偏 度 定义 为 
2 “3 _ EIX -w° 
x = go U gst 
HF u = E[X], o? = Var[X]. 
如 果 yx > 0, 那么 X -往往 有 取 较 大 值 的 趋势 ， 因 此 其 分 布 函数 的 右 尾 很 
B. ARBE yx < 0, 则 表明 该 分 布 函数 的 左 尾 很 重 . 如 果 X 是 对 称 的 ， 则 yx = 0. 
但 反 过 来 ， 偏 度 为 0 并 不 能 说 明 随机 变量 的 分 布 是 对 称 的 ， 反 例 见习 题 . 
昧 积 基 母 函数 、 概 率 母 函数 、 特 征 函 数 和 和 矩 母 函 数 之 间 有 如 下 的 关系 ， 


Kx(t) =logm x(t); gx(t)=mx(logt); x(t) = mx(it). (2.49) 


(2.48) 
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众所周知 ， 用 标准 正 态 分 布 函数 S 去 近似 另 一 个 分 布 函 数 的 方法 是 中 心 极限 
定理 (CLT), 其 最 简单 的 形式 如 下 . 

定理 2.5.1( 中 心 极限 定理 ) B Xi,X2,…,X, 独立 同 分 布 , 共同 的 均值 为 u 
方差 为 o? < co, 则 


i=1 


jim Pr B Xi<np+ zova] = $(z). (2.50) 
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证 明 RNA RAM RHE. 4 S* = (X1+---+Xn—ny)/oVn, 
则 当 n 一 oo 时 ， 有 


log ms-(t) = Se + n {logs (E) 


BAERT ESEO ES) 








1 1 
= 所 +0 (=) : (2.51) 
该 式 收敛 于 N(0, 1) 分 布 的 累积 量 母 函数. v 
这 样 ， 我 们 就 可 以 用 下 式 来 通 近 S= Xi + … + X 的 分 布 函 数 ， 
xo (s D EX], Evata) ; (2.52) 
i=l i=l 


如 果 n 足够 大 ， 那 么 上 面 这 种 近似 可 以 放心 地 使 用 正如 在 下 面 的 典型 例子 中 将 
要 看 到 的 那样 ， 我 们 很 难 对 “n 足够 大 ”定义 一 个 标准 . 

例 2.5.2( 产 生 正 态 随机 数 ) ”产生 N(0,1) 随机 数 的 一 个 快速 、 简 单 的 方法 是 
把 12 个 (0,1) 区 间 上 均匀 分 布 的 随机 数 加 到 一 起 ， 然 后 减 去 6. 这 种 方法 不 需要 
经 过 费时 的 对 数 运算 或 正 态 分 布 函数 的 反 函 数 运算 ， 这 种 方法 是 基于 n = 12 的 
中 心 极 限定 理 ， 比 较 此 分 布 函数 和 正 态 分 布 函数 ， 比 如 用 (2.37), 得 到 的 最 大 偏差 
为 0.002. 因此 ， 在 这 个 例子 里 ， 用 CLT 给 出 的 近似 精度 很 好 ， 见 习题 82.4 第 5 
Gi. v 

例 2.5.3( 两 种 不 同 的 近似 ) ”假设 1000 个 男性 年 轻 人 购买 了 保险 期 间 为 一 年 
的 保单 .每 个 投保 人 在 一 年 内 死亡 的 概率 为 0.001, 且 死 亡 发 生 的 理赔 支付 为 1. 我 
们 要 计算 这 批 保单 总 的 理赔 支付 至 少 为 4 的 概率 . 总 的 理赔 支付 为 B(1000, 0.001) 
分 布 ， 其 中 B(n,p) 表示 参数 为 n,p 的 二 项 分 布 . 由 于 这 里 n = 1000 非常 大 ， 
7 = 0.001 非常 小 ， 我 们 将 用 Poisson(np) 分 布 来 近似 所 要 求 的 概率 . 计算 于 3.5 而 
非 4 处 的 概率 ， 再 用 一 个 连续 性 的 修正 ， 我 们 有 


Pr[S > 3.5] =1-—e7! - e7! — ze? 一 io = 0.01899. (2.53) 


注意 到 所 求 的 概率 精确 值 为 0.01893. 尽管 此 处 的 n 比 上 个 例子 中 的 n 大 得 多 , 但 
用 CLT 给 出 的 近似 却 很 差 : 由 上 = E[S] =1 Ml o? = Var[S] = 1, 得 


prs > 3.5) = Pr [EE > la > 5—4 


= 1- 6(2.5)= vistas (2.54) 
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这 个 例子 中 ， CLT 近似 差 的 原因 是 ， 每 一 项 X: 都 是 有 偏 度 的 ， 进 而 导致 5 有 偏 
度 7s = 1. 而 在 前 一 个 例子 中 ， 我 们 考虑 的 是 对 称 分 布 ， 收 敛 速度 较 快 ， 这 可 从 
(2.51) 的 推导 看 出 . v 

除了 CLT 近似 , 我 们 还 要 给 出 两 种 更 精细 的 近似 : PaA 正 态 功效 
近似 (NP 近似 ). 从 数值 示例 中 可 以 看 出 ， 这 两 种 近似 比 CLT 近似 精确 得 多 ， 而 它 
们 各 自 的 误差 是 可 比较 的 ， 和 所 涉及 到 的 前 三 阶 矩 估计 缺乏 精度 所 造成 的 错误 比 
起 来 ， 这 些 误差 是 无 关 紧要 的 ， 可 以 忽略 的 . 
平移 茹 玛 近似 

大 多 数 保单 的 总 理赔 支付 ， 其 分 布 大 体 上 和 伽 玛 分 布 近似 ; 向 右 偏 斜 (Y > 0), 
取 值 非 负 且 具有 单 峰 性 . 除了 通常 的 参数 a 和 6, 我 们 允许 偏 移 大 小 为 zo 的 距离 ， 
从 而 引入 第 三 个 自由 度 . 因此 ， 我们 用 Z + zo 的 分 布 函 数 来 近似 5 的 分 布 函数 ， 
其 中 Z 服从 Tr(a, 6) 分 布 . 我 们 选择 a, 6 和 zo 以 使 得 2 + ro 与 S$ 有 相同 的 前 三 
Br. 

FB ES EEA RY ARR TF: 


Fs(s) ~ G(s — 20; a, B), (2.55) 
其 中 
G(z;a,ß) = wl ype PYdy, 2 >0. 


这 里 G(z;a, p) 是 伽 玛 分 布 函数 ,为 使 两 分 布 对 应 的 前 三 阶 矩 相同 ，a 8 和 zo 的 
选取 必须 满足 = zo+ §,0° = h Aya FE 
azi Bat, mau-%. (2.56) 

要 使 这 种 近似 方法 有 效 ， 偏 度 Y 必须 严格 为 正 值 . 若 7 | 0, 则 其 极限 为 正 态 近 
似 ， 注 意 ， 如 果 分 布 函数 FO 和 GO 的 前 三 阶 矩 相同 ， 则 由 分 步 积 分 可 以 证 明 
Jo? zi 呈 一 F(z)]dz, j = 0,1,2. 这 就 限制 了 这 些 分 布 函 数 , 使 其 彼此 不 能 差别 太 大 . 

例 2.5.4( 各 种 不 同 的 近似 , 续 ) ”如 果 5 ~ Poisson (1), W p= o =7=1, 于 是 
由 (2.56) 得 a=4,B=2 和 zo= 一 1. 因此 ，Pr[S > 3.5] ~1-G(3.5-(-1);4,2) = 
0.0212. 这 个 结果 比 CLT 近似 更 接近 于 真实 值 . v 

FB AFG SE ADFT AER ARERR (S-d) 或 自 留 损失 S-(S-d)+ 
的 各 种 矩 作出 近似 . TI T EER E eE RER A REH, 
PEKSA Hes F fil 2 AF SAG AR HH SS A , FS EA PE HEB 
HE. 注意 在 很 多 实践 应 用 中 ， 特 别 是 在 MS Excel, 参数 8 MMH 1/8. 

在 计算 中 有 时 会 碰 到 没有 现成 分 布 表 可 以 例 用 的 情况 ， 只 要 注意 到 事实 了 ~ 
T(a, 6) 等 价 于 2BY ~ Xa 我 们 就 可 以 利用 x?- 分 布 表 . 通常 都 需要 对 X- 分 布 


§25 x M + 29- 





表 进 行 插值 以 得 到 我 们 想 要 的 值 . 另 一 个 处 理 的 方法 是 利用 TT(a, 6) 分 布 和 泊 松 分 
布 之 间 的 关系 ， 其 中 a 为 整数 值 ， 见 习题 . 

例 2.5.5( 平 移 鸽 玛 近似 ) ”总 的 理赔 支付 5 有 均值 10000, 标准 差 1000 和 偏 度 
为 1. 由 (2.56) 得 a=4,B=0.002 和 zo = 8000. 因此 ， 


Pr[S > 13000] ~ 1 — G(13000 — 8000; 4, 0.002) 
= 1 — G(20;4,0.5) 
= Prix} > 20). (2.57) 


其 真 值 为 0.010, 这 与 X 分 布 的 99% 分 位 数 (= 20.1) 相 一 致 . 通常 的 CLT 近似 值 
更 小 ， 只 有 0.0013. 
由 同样 的 x8- 分 布 的 分 位 点 表 ， 我 们 知道 Prig > 15.5] = 0.05. 因此 ， 可 以 对 
(2.57) 作 逆 运 算 ， 求 出 水 平 95% 的 在 险 价值 为 11875. v 
注 2.5.6( 平 移 徊 玛 分 布 的 正 态 近似 ) 4 a 为 整数 时 ， T(a, 6) 分 布 是 a 个 
Exp(9) 分 布 的 卷 积 .根据 这 一 事实 和 CLT, 4 a 较 大 时 ， 我 们 可 以 用 一 个 正 态 分 
布 来 近似 f(a, p) 分 布 . 当然 ， 在 这 里 讨论 这 种 情况 是 无 意义 的 ， 因 为 这 又 变 成 了 
简单 的 CLT 近似 ， 我 们 希望 得 到 更 精确 的 近似 ， 用 下 面 这 样 的 近似 可 能 会 更 好 一 
Re HY ~ Tla p), 其 中 a > 1/4 (于 是 w < 4), 则 近似 有 VIBY - viazi ~ 
N(0,1), 见习 题 82.5 第 14 题 对 于 以 参数 为 a, 6 和 zo 的 平移 向 玛 分 布 作为 5 的 
近似 ， 有 
Prls < s] ~ 6 (VB zo) - Via =T). (2.58) 


相应 的 道 函数 或 水 平 1 - e 的 在 险 价值 可 从 下 式 得 到 
Pr [s <S to + au + V4a— | x1l-e, (2.59) 


其 中 y 满足 Oy) =1~e. 
将 (2.56) 中 的 a, 8 和 zo 代入 (2.59), 得 





S-u Tina = © \ ie 
"| = Sut gly 1)-y|1- 1-3 wRl-e. (2.60) 


不 等 式 的 右 端 是 y 加 上 一 个 修正 项 以 补偿 5 的 偏 度 . 由 (2.58) 得 到 


S-p 16 8 /16 
rr| <>|~0(/8+2- (8-1). (2.61) 


当 偏 度 趋 于 0 时，(2.60) 中 的 两 个 修正 项 将 会 消失 , 同时 可 证 明 (2.61) 收敛 于 6(z). 
Vv 
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NP 近似 
下 面 的 近似 非常 类 似 于 (2.60). 修正 项 具有 简洁 的 形式 ， 且 稍微 大 一 些 ， 可 以 


对 分 布 函数 作 某 种 展开 得 到 ， 但 这 里 我 们 不 再 给 出 具体 的 推导 . 
如 果 E[S] = p, Var[S] = 0? Ml ys = y, WH s >1 Bt 





Pr [£ = Pest ds? - D] ~ $(s), (2.62) 


或 等 价 于 ， 当 z > 1 时 ， 


pr [E <a] ~0( (5441-8). (2.63) 
(2.63) 可 用 来 近似 S 的 分 布 函 数 ， (2.62) 可 以 得 到 近似 的 分 位 数 . Hs < 1 (或 
© < 1), 则 修正 项 为 负数 ， 这 表明 CLT 近似 较 保守 . 
例 2.5.7( 各 种 近似 , 续 ) ”如 果 S ~ Poisson(1), 则 NP 近似 得 到 Pr[S > 3.5] ~ 
1 一 (2) = 0.0228. 该 近似 值 也 是 比 CLT 近似 要 好 . Vv 
PA 2.5.8( 用 NP 近似 重新 计算 例 2.5.5) “我们 用 (2.62) 决定 资本 量 ， 以 使 资本 
以 95% 的 概率 不 小 于 理赔 额 5 : 


Pr E <s+ 1- »| ~ G(s) =0.95 (24 s= 1.645 时 )， (2.64) 








o 
因此 ， 3 的 95% 的 分 位 点 为 
E[S] + os (1.645 + 2 (1.645? - 1) = E[S] + 1.92905 = 11929. (2.65) 


AHHAR 13000 不 足以 弥补 损失 S 的 概率 ， 我 们 对 u= 10000, o = 1000 和 
7=1 应 用 (2.63): 





Pris > 13000] = Pr [EZE > a] =1- a(o Fera —3) (2.66) 


o 
= 1 — (2.29) = 0.011. 
注意 不 同 近似 方法 得 到 的 结果 对 比 . 平移 伽 玛 近似 给 出 的 结果 是 0.010, 近似 (2.58) 
或 (2.61) 给 出 的 是 0.007, 而 CLT 近似 只 有 0.0013. Vv 
§2.6 应用， 最 优 再 保险 


一 个 保险 人 希望 对 20000 份 一 年 期 寿险 保单 寻求 一 个 最 佳 再 保险 ， 这 批 保单 
按 保 险 金 额 可 以 分 为 以 下 三 种 : 


§2.6 应用， 最 优 再 保险 31. 





保险 额 b 保单 数 nx 


1 10000 
2 5000 
3 5000 


每 一 个 被 保险 人 在 一 年 内 死亡 的 概率 是 g = 0.01, 保单 之 间 是 相互 独立 的 . 保险 人 
希望 通过 对 最 佳 自 留 额 的 选取 , 即 每 份 保单 的 最 大 支付 ， 尽量 提高 其 在 业务 运营 中 
能 够 满足 其 财务 职责 的 概率 .一 次 理赔 中 扣除 自 留 额 以 外 的 剩余 部 分 是 由 再 保险 
人 支付 例如， 对 于 1.6 的 自 留 额 ， 保 险 金额 为 2 的 某 个 被 保险 人 死亡 ， 该 保险 人 
赔偿 1.6, 再 保险 人 赔偿 0.4. 收 到 保费 后 ， 保 险 人 持 有 资金 B 以 应 付 理赔 和 支付 再 
保险 保费 ， 再 保险 保费 是 净 保 费 的 120%. 


首先 ， 置 自 留 额 为 2, 从 保险 人 的 角度 看 ， 保 单 是 如 下 分 布 的 ， 


保险 额 w 保单 数 mk 
1 10000 
2 10000 


保险 人 总 的 理赔 数额 5 的 均值 和 方差 分 别 为 


E[S] = mabagl + n2b2q2 
= 10000 x 1 x 0.01 + 10000 x 2 x 0.01 = 300, 
Var[S] = mibjqi(1 — q1) + n2b3q2(1 — g2) 
= 10000 x 1 x 0.01 x 0.99 + 10000 x 4 x 0.01 x 0.99 
= 495. (2.67) 


由 中 心 极限 定理 ， 我 们 得 到 成 本 超过 可 用 资金 B 的 概率 (成 本 等 于 S 加 上 再 保 保 
费 1.2 x 0.01 x 5000 x 1 = 60) : 





Pr[s +60 > B) = Pr | S— #15) Z] 


> 
os V495 


当 自 留 客 界 于 2 和 3 之 间 时 ， 这 个 概率 如 何 ， 以 及 对 于 给 定 的 资金 B 如 何 决定 自 
留 额 以 使 保险 人 不 破产 的 概率 达到 最 大 ,我 们 留 给 读者 自己 分 析 . 见 本 节 的 习题 . 
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§2.2 

1. 设 理赔 概率 为 0.1, 求 以 下 两 种 情形 下 风险 X = 1B 的 均值 与 方差 ， (1) B 以 概率 1 等 
于 5; (2) B ~ U(0, 10). 

2. 投 毛 一 个 均匀 的 山子 ， 出 现 的 点 数 记 为 X. 然后 再 抛掷 一 枚 均匀 的 硬币 X 次 ， 并 以 了 
记 硬 币 正 面 出 现 的 次 数 . 求 Y 的 均值 与 方差. 

3. 画 出 例 2.2.4 中 X 的 分 布 函 数 . 利用 微分 求 被 保险 人 为 寻求 损失 1.1X 的 保险 保障 愿意 
支付 的 保费 .把 损失 X 表达 成 X = TB 重新 计算 上 述 的 保费 ， 损 失 由 X 放大 为 1.1X, 请 问 相 
应 的 符 效 用 保费 是 否 同步 放大 ? 

4. 在 例 2.2.5 中 ， 利 用 微分 求 EIX], Var[X] MAR mx(t), 并 画 出 “密度 ”图 . 

5. 设 X= 了 B, 求 mx(t)? 

6. 考虑 如 下 的 分 布 函数 F: 


0, 42 <2 mt, 
F(z)= { 2/4, 42<2<4 hf, 
1, 44<ac. 


试 确定 相互 独立 的 随机 变量 7, X ALY 使 得 Z = 1X + (1 - DY 的 分 布 函数 为 F, 其 中 了 为 
Bernoulli 随机 变量 ， X 为 离散 型 ， Y 为 连续 型 . 
7. 考虑 如 下 的 分 布 函数 F 的 微分 


dz/3, 当 0<z<1 或 2<z<3 时 ， 
dF(z) = | ef) 
0, 其 它 . 

试 确定 一 个 离散 分 布 函 数 G, 一 个 连续 分 布 函数 H 和 一 个 实 常数 c 使 得 F(x) = cG(z) + (1 一 
OH(z), Ve. 

8. BT =X +(1-4)Y, Z=1X+(1-DNY, HHI ~ Bernoulli(g). R E[T*) Ml E[Z*), 
k=1,2. 

9. 在 上 题 中 ， 如 果 再 假设 X 和 Y 相互 独立 且 有 共同 的 分 布 N(0, 1). RTA 2 的 分 布 . 
§2.3 

1. 设 S = Xı + 2X2 + 3X3, 其 中 X; ~ Poisson(j), R Pr[S = s), s=0,1,---,6. 

2. 在 例 2.3.2 中 ， 求 为 计算 所 有 的 概率 户 +2+s(z) 所 需要 作 的 非 零 项 乘积 运算 的 次 数 ， 如 
果 fe = fa, k= 4,…,n, 那么 为 计算 五 + +n(z), z = 0,…,4n 一 4 需要 作 多 少 次 乘积 运算 ? 

3. 通过 卷 积 证 明 两 个 独立 的 正 态 随机 变量 之 和 仍 服从 正 态 分 布 . 

4 [A] 利用 卷 积 验证 例 2.3.3 中 表达 式 (2.37) 当 n = 1,2,3 时 成 立 . 对 上 述 的 n 确定 Fs(z) 
的 值 ， 用 归纳 法 证 明 (2.37) 对 任意 n 成 立 . 

5. & X ~ U(0,3), Y ~ U(-1,1). 利用 区 域 {(z,y)|z+y < z,z € (0,1),y € (0,2)} 的 面 
积 来 计算 Fx+Y(z) . 
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§2.4 

1. 设 Xi, X2 相互 独立 ， 且 Xi ~ Exp(k), 利用 卷 积 和 和 矩 母 函数 分 别 确定 S= X + Xo 的 
分 布 函数 . 

2. 利用 甜 母 函数 重新 考虑 例 2.3.4. 

3. 利用 中 心 矩 给 出 四 阶 半 不 变量 ks 的 表示 . 

4. 试 确定 以 下 分 布 的 累积 量 母 函 数 和 半 不 变量 ， 泊 松 分 布 、 二 项 分 布 、 正 态 分 布 和 仙 玛 分 
布 . 

5. 证 明 12 个 相互 独立 且 分 别 服从 U(0, 1) 分 布 的 随机 变量 之 和 的 均值 为 6, 方差 为 1, 并 
确定 其 ks 和 ra. 

6. 求 Poisson(j) 分 布 的 偏 度 . 

7. R Tla, 5) 分 布 的 偏 度 . 

8. 证 明 ， 如果 X 是 对 称 的 ， 则 yx = 0. 设 Xi, Xo 和 Xs 分 别 服从 参数 为 0.4, 0.7 和 了 
的 Bernoulli 分 布 ， 且 相互 独立 , 记 S= Xi + X:+ Xs. 求 p 使 得 5 的 偏 度 ys = 0, 并 验证 
S 为 非 对 称 的 . 

9. 设 I ~ Bernoulli(g), b 是 固定 的 实数 ， 试 确定 型 如 1b 风险 的 偏 度 ， 并 给 出 qA b 的 取 
值 范围 使 得 该 偏 度 为 0. 何 时 了 是 对 称 的 ? 

10. 求 二 项 分 布 、 泊 松 分 布 和 负 二 项 分 布 的 概率 母 函 数 . 

11. 证 明 半 不 变量 在 以 下 意义 下 保持 不 变 :, 如 X 和 YHEL, WAXY 的 大 阶 半 不 变 
RSF X 与 Y 的 人 阶 半 不 变量 之 和 . 

12. 证 明 ， 如果 X 和 Y 有 相同 的 概率 母 函 数 ， 并 且 取 值 于 {0,1,…,n}, 则 XX 和 YY 同 分 
布 ， 如 果 风 险 变量 Xi, X2,… 取 值 于 {0,1,---,n}, 使 得 当 i co 时 Xi 的 概率 母 函 数 收 敛 于 
Y 的 概率 母 函数 ， 证 明 Pr[X; = z] > Pr[Y =a], Yz. 

13. WE: 如果 X A Y 有 相同 的 矩 母 函数 ， 并 且 取 值 于 (0, 5,25,---, nd}, 其 中 5 > 0, 则 
XAY 同 分 布 . 

14. 对 特殊 情形 X ~ Exp(1), 验证 (2.49) 中 的 等 式 Bx(t) = mx (it). WE: 如 果 X 是 关 
于 0 点 对 称 ， 则 其 特征 函数 是 实 值 的 . 

15. & X ~ B(8,p), Y ~ Bernoulli(l — p), 证 明 Z = X + 2Y 的 偏 度 为 0, 并 确定 p 的 取 
值 使 得 2 是 对 称 的 . 

16. & X ~1(2,1), Y ~ Exp(1), RAE 5 使 得 X — SY 的 偏 度 为 0. 

17. 是 否 可 以 利用 一 个 随机 变量 的 概率 母 函数 求 该 变量 的 各 阶 矩 ? 是 否 可 以 利用 一 个 整 值 
变量 的 矩 母 函数 来 求 该 变量 的 概率 函数 ? 
§2.5 

1. 在 例 2.5.3 中 把 3.5 改 为 3 一 0, 3+0, 4 一 0 和 4 十 0, 结果 如 何 ? 是 否 需要 对 连续 性 作 
出 修正 ? 

2. 证 明 NP 近似 的 两 种 形式 (2.62) 和 (2.63) 是 等 价 的 . 

3. 推导 (2.60) 和 (2.61). 

4. URE 上 和 o? 而 令 7 | 0; 证 明 平移 个 玛 近 似 和 NP 近似 的 结果 是 正 态 近似 . 
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5. 用 NP 近似 分 别 近似 求 出 x3s 分 布 。 = 0.05, 0.1,0.5, 0.9, 0.95 分 位 点 值 , 并 与 x*- 分 布 
表 查 出 的 精确 值 作对 比 。 如 果 用 平移 僻 玛 近似 ， 其 结果 又 如 何 ? 

6. 用 例 2.5.4 后 面 的 方法 近似 求 出 G(4.5; 4, 2). 

7. 利用 泊 松 过 程 中 的 恒等式 “等 待 第 n 个 事件 发 生 的 时 间 大 于 z” 等 价 于 “在 (0,2) 时 间 
BP, 发生 的 事件 数 最 多 为 n 一 1”, 证 明 , 若 Z~T(n,1), N ~ Poisson(z), 则 Pr[Z > z) = 
Pr[N < n). 在 计算 平移 向 玛 近似 时 ， 如 何 利用 这 一 事实 ? 

8. 取 e = 0.05, 0.1,0.5, 0.9, 0.95, 对 比 由 (2.59) 得 到 的 x3s 分 布 的 近似 e 分 位 点 和 对 应 的 
精确 分 位 点 值 . 

9. 一 保险 人 有 2000 份 一 年 期 寿险 保单 ， 其 中 有 一 半 的 保单 其 理赔 支付 是 by = 1, 被 保险 人 
在 一 年 内 死亡 的 概率 是 9; = 1%; 另 一 半 的 保单 是 ba = 2 和 go = 5%. 用 中 心 极限 定理 确定 附 
加 在 净 保费 之 上 的 最 小 安全 附加 系数 ， 以 使 总 的 理赔 支付 超过 总 的 保费 收入 的 概率 至 多 为 5%. 

10. 条 件 同 前 题 ， 利 用 总 的 理赔 支付 的 三 阶 半 不 变量 等 于 风险 的 三 阶 半 不 变量 之 和 ,用 NP 
近似 重新 计算 第 9 题 . 

11. 证明 对 于 所 有 的 z > —1,(2.63) 的 右边 有 定义 ， 其 最 小 值 和 最 大 值 分 别 是 什么 ? 是否 
为 增 函 数 ? 若 z = 1, 情况 又 如 何 ? 

12. BX 的 均值 为 = 1000, 标准 差 o = 2000. 试 确定 以 下 分 布 的 偏 度 y: (i) X ~ Ta, b), 
(ii) X ~ IG(a, B) GARRA), (iii) X ~ LN(v,7?) (对 数 正太 分布 )， 并 证 明 如 果 X 服从 
Pareto 分 布 ， 则 偏 度 为 无 穷 大 . 

13. 一 份 风险 组 合 包括 两 种 类 型 的 保单 合同 ， 对 于 类 型 k (k= 1, 2) 理赔 的 概率 是 q ， 保 
单 的 数目 是 nk. 如 果 有 理赔 发 生 ， 则 理赔 最 为 以 概率 py (x) 取 值 r: 


Nk Qk Pe(1) pk(2) px(3) 
类 型 1 1000 0.01 05 0 0.5 
类 型 2 2000 0.02 0.5 0.5 0 
Pia an KAE air E Bani E m S a A 





假设 保单 之 间 相互 独立 . 以 Sx 记 类 型 上 的 保单 总 的 理财 数额 ， 并 记 S = Si + So. 计算 Sk 
的 均值 和 方差 ，k = 1,2, 再 计算 S 的 均值 和 方差 . 用 CLT 计算 以 95% 的 概率 能 够 偿付 所 有 
理赔 额 的 最 少 资本 金 . 

14. [@] & Y ~ N(V4a—1,1), U ~ T(a,b) MT = VBD. 证 明 E[T] ~ E[Y], 
IT] = ElY?], 所 以 Var[T] ~ 1. FER T 5 Y 的 3 阶 与 4 阶 矩 

15. [6] 例 2.5.3 中 用 到 的 “连续 性 修正 "， 即 用 连续 随机 变量 分 布 函数 对 整 值 随机 变量 的 分 
布 函数 作出 近似 ， 其 理由 如 下 , 设 G 为 某 非 负 随机 变量 的 连续 分 布 函数 ， 由 关系 式 H(k-+e) = 
G(k+0.5), 上 二 01,2,……0< € < 1, 构造 分 布 函数 H. 为 近似 求 出 (1.34) 的 右 端 项 (d = 0), 
采用 在 任意 长 为 1 的 区 间 里 取 被 积 函数 中 间 点 值 的 原则 ， 证 明 G 和 万 的 均值 是 大 约 相等 的 . 
由 此 推出 ， 如 果 G 是 一 个 连续 分 布 函数 ， 希望 用 来 近似 离散 分 布 函数 FAS 已 有 相同 的 均 
值 ， 那 么 令 F(z) := G(x + 0.5), 我 们 可 以 得 到 均值 大 致 相同 的 分 布 F 的 一 个 近似 (然而 令 
F(z) = G(z) 得 到 的 均值 是 +05 而 不 是 /由 此 ， 粗 略 地 说 ， 用 来 逼近 (1.34) 的 求 和 项 的 
尾 概率 过 大 ， 其 因子 为 二) 

16. 为 体会 近似 误差 与 在 NP 近似 和 平移 向 玛 近似 中 对 jc, y 进行 估计 时 的 估计 精度 所 引 


827 9 题 -35- 





起 的 误差 的 区 别 , 重新 计算 例 2.5.5, 其 中 的 参数 按 如 下 方式 改变 : (i) 上 = 10100, (ii) o = 1020, 
(iii) u = 10100 和 a = 1020, (iv) y = 1.03, 其 余 参 数 同 例 2.5.5. 
§2.6 

1. 在 82.6 的 假设 下 ， 计 算 当 自 留 额 de [2, 3] 时 资本 金 B 不 足 的 概率 . 若 B= 405, 给 出 
d=2 和 d= 3 的 计算 结果 . 

2. 对 B = 405, RÉ MH d € [2,3] 以 使 B 不 足 的 概率 最 小 . 若 B= 404, 最 佳 的 自 留 额 
为 多 少 ? 

3. 设 4= 2, 用 NP 近似 计算 B 不 足 的 概率 . 
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83.1 3 È 


本 章 我 们 要 引入 聚合 风险 模型 ， 同 第 2 ERE, RNB 
理赔 总 额 的 分 布 函 数 ， 但 是 现在 要 把 风险 组 合理 解 为 在 随机 时 间 点 上 产生 的 理赔 
全 体 . 记 

S=X1+ X++ XN, (3.1) 
其 中 N 表示 理赔 次 数 ， X 表示 第 i 个 理赔 额 ， 此 外 ， 按 习惯 约定 当 N = 0 时 
S=0. (3.1) 中 5 的 各 项 对 应 着 实际 的 理赔 ;在 (2.25) 里 面 有 许多 项 为 0, 这 是 由 
于 对 应 的 保单 没有 产生 理赔 .理赔 次 数 N 是 一 个 随机 变量 ， 并 且 我 们 假设 个 体 理 
赔 额 Xi 是 独立 同 分 布 的 ， 我 们 还 假设 N 和 所 有 的 X 独立 ， 特别， 当 NN 服从 泊 
松 分 布 时 ，5S 具有 复合 泊 检 分布. 当 N 服从 ( 负 ) 二 项 分 布 时 ，S 具有 复合 (A) 
二 项 分 布 . 

聚合 模型 忽略 了 一 些 保单 信息 ， 如 果 一 个 保单 组 合 只 含有 一 个 可 能 产生 高 理 
赔 的 保单 , 那么 该 项 在 个 体 风险 模型 (2.25) 中 至 多 会 出 现 一 次 ,而 在 聚合 模型 (3.1) 
中 它 可 以 出 现 若干 次 ， 此外， 在 聚合 模型 中 我 们 要 求 理赔 次 数 N 和 理赔 额 X; 之 
间 相 互 独立 . 这 对 于 汽车 保险 行业 来 说 就 多 少 有 些 不 要 了 , 例如 恶劣 的 天 气 条 件 会 
导致 大 其 的 小 理赔 ， 不 过 ， 在 实际 中 这 些 现象 的 影响 是 很 小 的 . 

聚合 风险 模型 的 主要 优点 是 在 计算 上 它 是 一 个 很 有 效 的 模型 , 该 模型 也 非常 接 
近 实际 .我 们 将 给 出 一 些 算法 来 计算 (3.1) 中 S 的 分 布 . 一 个 易于 理解 的 却 又 相当 
费时 民力 的 算法 是 卷 积 ， 我 们 还 将 讨论 稀 下 向量 算 法 (在 N 服从 泊 松 分 布 时 很 有 
M), 该 算法 的 依据 是 理赔 发 生 次 数 是 一 些 独立 的 泊 松 变量 . 最 后 ， 我 们 可 以 对 一 个 
更 大 的 分 布 类 使 用 Panjer 递 推算 法 ， 这 一 算法 利用 事件 5 = k(k =0,1,---,s~1) 
的 概率 来 递 推 表示 出 事件 5 = s 的 概率 .我 们 还 可 以 用 N 和 X: 的 矩 来 表示 出 5 
A. 如 果 BIN] 比较 大 ， 我 们 可 以 再 次 利用 中 心 极限 定理 以 及 上 一 章 介绍 的 一 些 
更 精细 的 逼近 手法 来 近似 5 的 分 布 . 

接 下 来 ， 我 们 要 为 W 和 Xi 寻找 一 些 合适 的 分 布 ， 以 使 得 聚合 模型 充分 接近 
于 一 个 给 定 的 个 体 模型 ， 泊 松 分 布 和 负 二 项 分 布 常常 是 N 的 理想 选择 ， 我 们 将 给 
出 这 些 分 布 之 间 的 一 些 相互 关系 ， 并 讨论 复合 泊 松 分 布 的 一 些 性 质 . 

在 过 去 的 几 年 里 , 停止 损失 保险 保单 变 得 更 为 普遍 了 . 我 们 将 给 出 许多 技巧 来 
计算 离散 分 布 以 及 某 些 连续 分 布 的 停止 损失 保费 .利用 在 第 2 章 引入 的 分 布 函数 


§3.2 复合 分 布 Mi 
通 近 法 ， 我 们 还 可 以 近似 计算 停止 损失 保费 . 


83.2 复合 分 布 
设 由 (3.1) 给 出 的 5 具有 一 个 复合 分 布 ， 表达 式 中 所 有 的 Xi; SX 同 分 布 . 
记 
uk =E[X*], P(x) =Pr[X <z), F(s) = Pr[S < s). (3.2) 


于 是 ,利用 给 定 NN 之 下 5 的 条 件 分 布 ， 可 以 计算 5 的 期 望 值 . 首先 , 对 N 的 所 有 
可 能 值 应 用 全 概率 公式 展开 ， 然 后 再 利用 X 和 的 独立 性 去 掉 条 件 N =n. 这 
样 便 得 到 了 如 下 的 计算 : 


E[S] = E[E[SIN]] = pi ++ XNIN =n] Pr[N =n] 
n=0 
-5 E[X1 +--+ Xn|N = n) Pr[N = n] 
n=0 
-È E[X1 +--+ Xn] Pr[N = n] 
= = Pr[N = n) = m E[N]. (3.3) 
n=0 
这 表明 总 理赔 额 的 期 望 值 等 于 期 望 理赔 次 数 与 理赔 额 期 望 值 的 乘积 . 
总 理赔 额 的 方差 可 以 由 条 件 方差 的 公式 来 决定 ( 见 (2.7)): 
Var[S] = 已 [Var[SIN]] + Var[E[S|N]] 
= E[NVar[X]] + Var[N p] 
= E|N]Var[X] + ?Var[N]}. (3.4) 
利用 (3.3) 中 使 用 的 同样 技巧 可 以 求 出 总 理赔 额 5 的 矩 母 函数 
ms(t) = 已 BlesIN]] 
= > Eeeot +X N = n] Pr[N = n] 
= > Blet+-+X=)) Pr[N = n] 
n=0 
= Sfmnx(o}" Pel = n] = Elex] 


n=0 


= my (log mx(t)). (3.5) 
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A 3.2.1( 分 布 函数 具有 封闭 形式 的 复合 分 布 ) BN 服从 参数 为 p 的 几何 分 
布 ，0 <p < 1,X 服从 参数 为 1 的 指数 分 布 ， 即 X ~ Exp(1). ABA S 的 分 布 函数 
是 什么 ? 

记 g = 1 一 p. 我 们 首先 来 计算 S 的 矩 母 函数 ， 然 后 尝试 通过 得 到 的 矩 母 函 数 
来 确定 该 复合 分 布 . 当 get < 1 ( 即 上 < -logg) 时 ， 有 


my(t) = Serp" = 一 2 . (3.6) 


fy X ~ Exp(1) 知 mx(t) = (1—t)~*, 根据 (3.5) 得 


p+. (3.7) 


ms(t) = my (logmx(t)) = 7 a 


pe eee 

—qmx(t) 
可 见 S 的 矩 母 函数 是 常数 0 的 矩 母 函 数 与 Exp(p) 分 布 的 矩 母 函数 的 一 个 混合 . 由 
分 布 函 数 与 矩 母 函数 之 间 的 一 一 对 应 关系 得 到 S 的 分 布 函数 也 具有 同样 的 混合 结 
构 ， 


F(x) =p+q(l—e-*)=1-ge-"*, z>0. (3.8) 
这 是 一 个 在 0 点 有 跳 度 p 而 在 其 它 处 为 指数 型 的 分 布 函数 ， v 
复合 分 布 的 卷 积 公式 


利用 给 定 N = 之 下 5 的 条 件 分 布 ， 可 计算 分 布 F: 


F(z) = Pr[S < z) 


= D Pr[Xi +--+ Xy <2|N = n] Pr[N =n], (3.9) 
n=0 
因此 
F(z)= $ P"(z)Pr[N =n], f(x) = 》 pr(z)Pr[N = n]. (3.10) 
n=0 n=0 


我 们 称 这 些 表 达 式 为 复合 分 布 的 卷 积 公式 . 
A 3.2.2( 卷 积 公式 的 应 用 ) B PrIN = 5-1] = 0.1j, j = 1,2,3,4, 再 设 
p(1) = 0.4, p(2) = 0.6. 由 (3.10), 分 布 F(z) 的 计算 如 下 : 


§ 3.3 ”理赔 次 数 的 分 布 “39. 








z P(r) p) p°) (2) f(z) F(z) 
0 1 0.1000 0.1000 
1 0.4 0.0800 0.1800 
2 0.6 0.16 0.1680 0.3480 
3 0.48 0.064 0.1696 0.5176 
4 0.36 0.288 $ ; 
5 0.432 
tx +lx +lx +lx = 1 > 1 
Pr[N =n] 0.1 0.2 0.3 0.4 





把 最 后 一 行 的 概率 Pr[N = n) 对 应 乘 以 上 面 每 一 行 的 数字 ， 然 后 把 所 得 乘积 的 和 
BAI f(z) 列 中 对 应 的 行 上 ， 例 如: 0.2 x 0.6 + 0.3 x 0.16 = 0.168. v 

PY 3.2.3( 复 合 分 布 , 指数 型 理赔 额 ) ”由 F(z) 的 计算 公式 (3.10) 可 以 看 出 , 为 
了 方便 起 见 应 当选 取 的 X 的 分 布 使 其 n 重 卷 积 易于 计算 . 正 态 分 布 和 伽 玛 分 布 便 
是 如 此 ， nn 个 服从 N(u, 0?) 分 布 的 独立 随机 变量 和 的 分 布 为 N(niu na2); 同样 ， 
n DIRA Tr(a, 6) 分 布 的 独立 随机 变 基 和 的 分 布 为 (na, 8). 

设 理赔 额 服从 指数 Exp(1) 分 布 ， 即 (1,1) 分 布 。 由 排队 论 (也 可 参阅 习题 
§2.5 第 7 题 ) 知 等 待 第 n 个 事件 发 生 的 时 间 至 少 为 z( 或 者 到 时 刻 z 为 止 至 多 发 生 
n 一 1 个 事件 ) 的 概率 是 一 个 Poisson(z) 概率 ， 于 是 


00 一 | nls 

1- Pe) = f ce D (3.11) 

这 也 可 由 分 部 积分 或 由 比较 导数 的 办 法 来 证 明 (见习 题 83.2 第 7 题 ). 所 以 

oo n-i i 
1- F(z) = L Pr[N = nļe™? 2 = z>0. (3.12) 
上 式 给 出 了 一 个 有 效 的 算法 . 事实 上 ， 只 要 Pr[N >n) 小 于 所 要 求 的 精度 ， 我 们 便 
可 以 停止 外 层 的 求 和 运算 . 此 外 ， 内 层 两 个 相继 的 和 仅仅 相差 最 后 一 项 ， 所 以 单个 
求 和 便 足 够 了 . 

如 果 (3.1) 中 的 加 项 服从 离散 分 布 ， 则 和 S 的 分 布 的 计算 会 大 大 得 简化 ,基于 
此 ， 我 们 将 常常 用 一 个 离散 型 随机 变量 来 近似 X. Vv 


§3.3 理赔 次 数 的 分 布 
在 实际 中 ， 不 会 有 大 量 的 相关 数据 供 我 们 使 用 以 确定 N 的 分 布 ， 从 而 我 们 必 
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BAN 选用 一 个 模型 ， 且 该 模型 最 好 含有 几 个 参数 . 为 了 描述 “稀有 事件 ”, RKE 
有 一 个 参数 的 泊 松 分 布 往往 是 第 一 选择 .众所周知 ， Poisson( 和 ) 分 布 的 期 望 和 方 
差 都 是 和 如 果 理 赔 次 数 的 模型 在 期 望 值 附近 扩散 得 较 大 ， 我 们 也 可 以 使 用 负 二 项 
分 布 来 替代 泊 松 分 布 . 下 面 我 们 来 考虑 两 个 模型 ， 其 中 后 一 模型 的 分 布 可 视 为 泊 松 
分 布 的 推广 . 

例 3.3.1( 泊 松 分 布 ， 参 数 的 不 确定 性 ) ” 设 某 个 汽车 驾驶 员 在 一 年 中 发 生 的 车 
祸 次 数 服从 一 个 Poisson() 分 布 . 参数 和 未知 ， 且 因 人 而 异 . 我 们 设 A 是 一 个 随机 
变量 A 的 输出 值 . 如 果 给 定 A = A, 一 年 中 车 祸 的 次 数 N 的 条 件 分 布 是 Poisson( 和 )， 


那么 N 的 边缘 分 布 是 什么 ? 
记 人 的 分 布 函 数 为 U(A) = Pr[A < A), 则 N 的 边缘 分 布 为 
Pr[N =n] = p Pr[N = njA = AjdU(A) = 太一 六 an， (3.13) 


N 的 期 望 和 方差 分 别 为 
E[N] = ELEINIA] = E[A]; 


Var[N] = ElVar[N|A]] + Var[E[N|A]] = E[A] + Var[A] > E[N]. (3.14) 
现在 再 假设 A ~ T(a, 6), 于 是 
my(t) = E{Ele™|Al} = Elexp{A(et - 1)}] = ma 人 et — 1) 





z (axe =) - h m- F) (3.15) 


其 中 p = B/(8 +1), 从 而 N 服从 参数 为 a 和 B/(8 +1) 的 负 二 项 分 布 ( 记 为 
NB(a, 8/(8 + 1))). 

显然 ， 对 应 于 一 个 特定 驾驶 员 ，A 是 一 个 不 可 观测 的 随机 变量 . 这 是 一 个 “ 远 
期 理赔 频率 "就 是 说 ， 当 该 驾驶 员 可 以 在 相当 长 的 时 期 被 观测 并 且 在 此 期 间 其 理 
赔 模 式 不 变 的 情况 下 ， 其 每 年 被 观测 到 的 车 祸 次 数 便 收敛 于 这 个 “ 远 期 理赔 频率 ". 
随机 变量 A 的 分 布 被 称 为 结构 分 布 ( 见 第 7 BE). v 

例 3.3.2( 复 合 负 二 项 分 布 也 是 复合 泊 松 分 布 ) ”在 某 个 交叉 路 口 一 年 之 中 发 生 
次 重大 交通 事故 . 第 i 次 事故 中 伤亡 人 数 是 Li, 所 以 总 伤亡 人 数 为 S= Li+ 
L2 十 … 十 LN. & N ~Poisson(A), Li 服从 参数 为 c 的 对 数 分 布 ， 即 


大 
c 
Prili= 4 = Ba k=1,2,.… 和 0<c<1. (3.16) 


e)’ 
这 里 除 以 函数 h(-) 是 为 了 使 得 这 些 概率 之 和 为 1. 显然 ， 由 通常 的 log(1 + x) 的 级 
数 展开 式 知 这 个 函数 等 于 h(c) = —log(1 — c), 为 一 个 对 数 函数 . 现 问 5 的 分 布 是 
什么 ? 
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注意 到 L 的 矩 母 函数 是 


S ett _ h(cet) 
L(t) = LiKe FG no (3.17) 


于 是 5 HERRA 
ms(t) = my (log mz(t)) = exp A(mz(t) —1) 


d/h(c) 
= (exp{h(ce!) — h(c)})/" = (3) A 


1 一 cet 


(3.18) 


这 是 一 个 参数 为 /h(c) = 一 和 /log(1 — c) 和 1-c 的 负 二 项 分 布 的 矩 母 函数 ， 

一 方面 ， 对 伤亡 者 的 总 赔付 2 是 Poisson(A) 次 重大 车 祸 导 致 的 赔付 和 ， 所 以 
服从 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 另 一 方面 ， 按 照 伤 亡者 相 加 我 们 又 得 到 总 赔付 2 服从 一 
个 复合 负 二 项 分 布 ， 可 以 证 明 ， 如 果 52 是 一 个 复合 负 二 项 分 布 ， 其 中 负 二 项 分 布 
的 参数 为 7, p = 1 - 9, 理赔 分 布 P(C), 而 S 是 一 个 具有 参数 和 和 理赔 分 布 已 () 
的 复合 泊 松 分 布 ， 如果 


X=rh(q) 和 A(z) = > oh s*(2), (3.19) 
k=1 


那么 52 与 51 同 分 布 . 可见， 任何 一 个 复合 负 二 项 分 布 可 以 写成 一 个 复合 泊 松 分 
布 . v 

注 3.3.3( 概 率 论 中 的 复合 泊 松 分 布 ) ”复合 泊 松 分 布 在 概率 论 中 也 受到 关注 .如 
果 一 个 随机 变量 X 满足 性 质 : 对 任何 一 个 m, 存在 一 个 iid 随机 变量 列 Xi, X2，…,Xn 
使 得 X ~ XiX + Xn, 则 称 X 是 无 穷 可 分 的 . 当 把 复合 泊 松 分 布 类 拓展 成 
一 个 更 大 的 类 ， 使 其 对 极限 运算 封闭 ， 我 们 便 恰好 得 到 了 无 穷 可 分 分 布 类 ， 该 类 
包含 徊 玛 分 布 和 正 态 分 布 . 


83.4 复合 泊 松 分 布 


本 节 给 出 复合 泊 松 分 布 的 一 些 重要 定理 ， 并 且 利 用 这 些 定理 来 构造 一 个 更 好 
的 算法 来 计算 FO. 首先 ， 我 们 证 明 复合 泊 松 分 布 类 关于 卷 积 封闭 . 

定理 3.4.1( 复 合 泊 松 的 和 仍 是 复合 泊 松 ) ”如 果 51, 52,…, Sm 是 一 列 独立 的 
复合 泊 松 随机 变量 ， 分 别 具 有 参数 X 和 理赔 分 布 P,, i = 1,2,…,m, 那么 3 = 
Si+ 52 十 … 十 Sm 仍 是 一 个 复合 泊 松 随机 变量 ， 具 有 参数 


= = 和 P(z)= Sž i P,(x). (3.20) 
一 1 


i=1 
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TH 记 m 为 瑟 的 矩 母 函 数 ， 则 S ERRA 


ms 的 = [J exp{Xilini() - 1)} = exp f (È Ämi(t) - 1) } : (3.21) 
i=l i=1 
故 5S 是 一 个 复合 泊 松 随机 变量 ， 其 参数 由 (3.20) 给 出 . v 
由 此 可 见 ，m 个 独立 复合 泊 松 保单 组 合 的 总 和 仍然 服从 复合 泊 松 分 布 ， 或 者 
对 同一 个 复合 泊 松 保单 观测 m 年 且 假 设 逐 年 的 结果 相互 独立 , 则 m 年 结果 的 总 和 
也 仍然 服从 复合 泊 松 分 布 . 
我 们 来 看 一 个 特例 ， 当 每 一 个 Si 有 非 随机 的 理赔 额 zi 时 ， 我 们 有 Si = ziNi， 
其 中 Ni ~ Poisson( 和 i). 现 设 所 有 zi 全 不 相同 ， 则 随机 变量 


S = 2,N, + Zz2N2 + :+ TmNm (3.22) 
是 一 个 复合 泊 松 变量 ， 参 数 为 
ASM tet Am 和 pla) 一举， b= tym. (3.23) 


我 们 还 可 以 证 明 逆 命 题 如 下 . 
定理 3.4.2( 理 赔 次 数 服从 独立 泊 松 分 布 ) BES 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 中 参数 
为 X, 理赔 分 布 是 一 个 离散 型 分 布 ， 满 足 


Tmi = p(z:) = Pr[X =a], i= 1,2,..,m. (3.24) 


MRE S 写成 (3.22) 那样 ， 其 中 N 表示 理赔 额 z; 的 发 生 次 数 ( 即 5 的 和 式 
里 面值 x; 出 现 的 次 数 ), 那么 Ni,…, Nm 构成 一 列 独立 Poisson(Ar:) MHLE, 
t= 1,.….,m. 

证 明 WN = N+ + Nan =m te +m. 对 NN = n 取 条 件 得 
(Nii Nm) 的 条 件 分 布 为 多 项 分 布 M(n, ni，… Tm). 于 是 ， 

Pr[Ni = 11,-+-, Nm = Mm] 
= PrINi = ni, ++, Nm = nmlN = n] Pr[N =n] 
n! ayan 


= na gam 
= tg 2. time AD 
ny!ngl+++mm! 1 2 ae n! 


Y _- Mi)™ 
eon On 
I ml (3.25) 


把 上 式 对 所 有 的 ni (i k) 相 加 ， 可 求 出 Ni 的 边际 分 布 为 Poisson(Ark). Ni 之 间 
的 独立 性 是 由 于 Pr[Ni = ni,…, Nm = nm] 等 于 Ni = mi 的 边际 概率 的 乘积 ， 了 
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例 3.4.3( 应 用 ， 稀 朴 向 量 算法 ) ”如 果 理 赔 额 X 是 非 负 整 值 随机 变量 ， 可 以 
用 一 种 有 效 的 方式 来 计算 复合 泊 松 分 布 F. 我 们 用 下 面 的 例子 来 演示 这 个 方法 . 设 
和 =4 且 Pr[X = 12,3] = 于 二 于 然后 , 如 (3.22) 那样 , 把 所 有 的 项 集中 起 来 , 可 以 
把 5 写成 5= 1, +2N2+3N3, 再 用 卷 积 来 计算 5 的 分 布 . WHA f(x) = Pr[S = 2] 
如 下 : 





£ Pr[M=2] xpPrl2Nz=zj =PrIN+2N2=z] xpPr3Ns =z] =Pr|S = z) 
(ex) (ex) (ex) (ex) (ex) 

0 1 1 1 1 X 

1 1 - 1 一 1 

2 1/2 2 5/2 - 5/2 

3 1/6 - 13/6 1 19/6 

4 1/24 2 : = : 

1 if 1 
1/z! 27/2/(z/2)! 1/(z/3)! 


理赔 额 为 1,2,…,j 一 1 的 那些 理赔 的 总 和 被 卷 积 上 jN;. 在 以 ;Ni 的 概率 开头 的 那 

些 列 中 ,我 们 只 需要 在 0,j,2;j,… 行 对 应 的 位 置 上 填写 相应 的 结果 ， 这 就 是 之 所 以 

这 种 方法 被 称 为 “稀疏 向 量 " 算法 的 原因 . 这 些 概率 都 是 一 些 Poisson( 和 nj) BER. 
v 


§3.5 Panjer 递 推 


尽管 稀疏 向 基 算 法 比 卷 积 公式 好 用 多 了 ， 但 是 这 里 仍然 有 一 些 可 以 改进 的 地 
J. Panjer 于 1981 年 给 出 了 一 种 计算 概率 f(z) 的 递归 方法 ， 类 似 的 公式 在 排队 
论 中 已 被 推导 ， 继 Panjer 的 成 果 公 开发 表 之 后 ， 精 算 领域 已 经 出 现 了 大 量 的 论文 
研究 类 似 的 递归 式 . Panjer 的 递归 公式 如 下 . 

定理 3.5.1(Panjer 递 推 ) 考虑 这 样 一 个 复合 分 布 ， 其 中 理赔 额 取 非 负 整 值 ， 
具有 概率 分 布 函数 p(z), x = 0,1,2,…, 而 且 事件 “有 mn 个 理赔 发 生 ”的 概率 on 满 
ERAR 

m= (042) mn neigen, (3.26) 


这 里 。 fb 是 两 个 实数 。 于 是 事件 “理赔 总 额 等 于 s" 的 概率 满足 如 下 关系 式 ， 


40) = { PrN =0}, 4 p(0) = 0 时 ， 
my (log p(0)), 24 p(0) > 0 BY, 
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mokes *) anse- h), s=1,2,.…. (3.27) 


证 明 ”初始 值 f(0) 由 Pr[S = 0] = DM PrN = njp"(0) 给 出 . 记 Te = 
十 … 十 Xk. 首先 ， 由 对 称 性 得 


rj% 
8 





Tk = | 一 Q 十 二 . (3.28) 


这 个 期 望 也 可 以 由 另 一 种 方式 来 求 出 : 





E [a+ Xs T=] -D(t ) prix, = h|Tk = 3] 
s PrlX1 = h] Pr[Tk — Xi =s — h] 
0 = 
由 (3.26) 和 上 面 的 两 个 等 式 ， 对 s = 1,2,… 我 们 有 
f(s) = ya Pr(Ti = s) = Do- (e 42 z) Pr[T = 3) 
a È (e5 全) prix = h] Pr[Tk — Xi =s — A] 
k=1 
= (e + *) PrDx = h) D> ge-1 PriTk — Xi = 5 — h) 
h=0 k=1 
s bh 
= Èh +2) awe- 
= ap(0)f(s) + È (e+: + 一 =) pin) f(s —h). (3.30) 
由 此 立即 得 到 (3.27) 中 的 第 二 个 关系 式 . v 


例 3.5.2( 适 合 使 用 Panjer 递 推 的 分 布 ) ”只 有 如 下 的 一 些 分 布 满足 关系 式 
(3.26): 


1. Poisson(A) 分 布 ， 此 时 a =0,b=A>0, 并 且 (3.27) 可 以 被 简化 为 
f(0) = e~X-P00)) 


= i > Ahp(h) f(s — h); (3.31) 
h=1 


2. 负 二 项 分 布 NB(r,p), HH p=1-a,r=1+}, FUO<a<l,atb>0; 
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3. 二 项 分 布 B(k,p), 其 中 p= z4, k = tt, 所 以 a < 0, b= —a(k +1). 如 
果 a+b=0, 那么 go =1 且 g =0, 5 =1,2,---, 从 而 得 到 一 个 Poisson(0) 分 布 . 
对 于 其 它 一 些 和 的 值 ， (3.26) 未 必 导 出 一 个 概率 分 布 ， 例 如 ， 如 果 go > 0, 那 
么 a+b< 0 导致 了 一 些 负 概率 ,在 a < 0 且 对 所 有 的 风 A b 4 -a(n+ 1) 时 同样 
的 情况 也 会 发 生 ; 如 果 a > 1H a+b> 0, (3.26) MMT (n+ 1)qn+l > ngn, 于 是 
Qn > A, n=1,2,---, 从 而 En dn = œ. v 

例 3.5.3(Panjer 递 推 ) MA 3.4.3, 我 们 再 一 次 考虑 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 其 
中 和 =4 且 Pr[X =1,2,3]= 4,4,4}. 于 是 把 入 = 4, p(2) = 于 和 pl) = p(3) = } 4 
入 (3.31) 得 到 


f(s)= HG ~1) +4f(s—2)+3f(s—3)], 8 =1,2,-, (3.32) 
初始 值 f(0) = e74 ~ 0.0183. 我 们 有 
ID = 1(0) =e", 
£2) = 51F0) +4f(0)] = 3 (3.38) 
1O) = F + 4f(0) +3f(0)] = Pers, 


等 等 . v 
例 3.5.4(Panjer 递 推 与 停止 损失 保费 ) ”对 于 一 个 整 值 随机 变量 S, 其 取 整 值 
自 留 额 的 停止 损失 保费 可 以 表示 为 ( 见 1.4 节 ): 


El(S—d)+]= D(z -ad)f(z) = YL - F(a). (3.34) 
z=d z=d 
既然 停止 损失 保费 的 右 导数 满足 
SEs ~t)4] = F(t)-1, (3.35) 


而 按照 自 留 额 所 在 的 区 间 分 布 函 数 取 常数 值 ， 故 停止 损失 保费 是 逐 段 线性 的 . 4 d 
取 非 整数 值 时 停止 损失 保费 的 计算 可 以 通过 插值 法 来 完成 . 

利用 Panjer 递归 法 , 停止 损失 保费 也 可 以 通过 递归 求 得 . 事实 上 , 由 (3.34) 的 
后 一 式 ， 对 整数 a, 


n(d) := Bl(S — d)4] = 7(d - 1) - [1 — F(ad-1). (3.36) 


作为 一 个 例子 ， 我 们 取 S ~ 复合 Poisson(1) 分 布 ， 其 中 p(1) = p(2) = 2. 于 是 
Panjer 递 推 公式 (3.31) 可 以 被 简化 为 


/四 = 二 re-D+ye- 中 ， r=1,2,---, (3.37) 
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初始 值 为 


f(0) =e"! = 0.368， F(0)=f(0), x(0) = E[S] = Amı = 3. (3.38) 


由 此 ， 可 以 得 到 下 表 中 的 计算 结果 : 





z f(z)=(337)  F(æ)=F(@@-1)+f(z) n(a)=nr(z-1)-1+F(s-1) 
0 0.368 0.368 1.500 
1 0.184 0.552 0.868 
2 0.230 0.782 0.420 
3 0.100 0.881 0.201 
4 0.070 0.951 0.083 
5 0.027 0.978 0.034 


v 
注 3.5.5(Panjer 递 推 式 的 基于 概率 母 函 数 的 证 明 ) Panjer 递 推 还 可 以 通过 
概率 母 函 数 来 证 明 . 对 于 复合 泊 松 分 布 ， 我 们 可 以 证 明 如 下 ， 首 先 ， 





dgs(t) 
s0 -= = soe Pr[S = s) = D ste-1Pr[S = s). (3.39) 


s=1 


因为 

9s(t) = gw(gx(b) =expA9x(b ~ 1), (3.40) 
(3.39) 的 导数 也 等 于 gs(t) = Ags (tox (t). 对 于 其 它 分 布 来 说 ， 类 似 的 表达 式 可 以 
由 (3.26) 来 推 得 .现在 ， 代 入 gs(.) 和 gyl) 的 级 数 展开 式 ， 得 


Mgs(t)gx(t) = 入 (= 如 Pr[S = 让 (= at?! Pr[X = a 
=0 z=1 


co 00 
= DD Artt- Pr[S = 5] Pr[X = 2] 
z=] s=0 
2 


= £ D Act’ Pr[S = v — 2] Pr[X = z) 


z=1v=z 


= S Axt”? Pr[S = v — 2] Pr[X = z). (3.41) 


v=1z=1 


比较 (3.39) 和 (3.41) 中 项 tl 的 系数 ， 我 们 有 


sPr[S = s] = > Az Pr[S = s — z] Pr[X = z]. (3.42) 


z=1 
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这 等 价 于 泊 松 情形 下 的 Panjer 递 推 式 (3.31). Vv 

注 3.5.6 (使 用 Panjer 递 推 计算 卷 积 ) ”我 们 怎样 才能 利用 Panjer 递 推 法 来 
计算 一 个 支撑 于 0, 1,2,… 上 的 分 布 的 n 重 卷 积 ? 

设 p(0) > 0. MRR LY; 代替 X;, 这 里 Pr[; = 1] = Pr[X; > 0) =:p 且 

~ [XilXi > 0], 那么 OX 与 OLY: 同 分 布 ， 这 样 便 产生 了 一 个 复合 二 项 分 

布 ， 其 参数 值 p < 1 满足 例 3.5.2 HER. 另 一 种 方法 是 在 (3.27) 中 取 极 限 p 1, 

或 者 等 价 地 对 那些 产生 B(k,p) 分 布 的 a 与 5 的 值 取 相 应 的 极限 . v 


83.6 复合 分 布 的 近似 


上 一 章 介绍 的 几 种 双 近 方法 都 是 中 心 极限 定理 ( 即 个 数 庞大 的 随机 变量 的 和 的 
分 布 可 以 用 一 个 正 态 分 布 来 近似 ) 的 精细 表现 形式 . 当 和 式 的 项 数 是 一 个 取 大 值 的 
随机 变量 时 这 些 近似 方法 仍然 有 效 . 例如 ， 对 于 复合 泊 松 分 布 来 说 ,如 果 和 BE, 
我 们 有 如 下 形式 的 中 心 极限 定理 ; 类 似 的 结论 对 于 复合 ( 负 ) 二 项 分 布 也 成 立 . 

定理 3.6.1( 复 合 泊 松 分 布 与 中 心 极限 定理 ) ” 设 5 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 
为 A 理赔 分 布 P(.) 具有 有 限 方差 . 记 y= E[S] 和 o? = Var[5], W 





; S-p 5 
lim, Prf = < 2] = $(7). (3.43) 


证 明 如果 Ni,N2,… 是 一 列 独立 Poisson(1) MPLA, Xij, i = 1,2,…， 
5 了 = 1,2,… 是 一 列 相互 独立 且 具 有 共同 分 布 PO 的 随机 变量 ， 那 么 对 整数 值 \ 有 


入 
S~ ~ 六 x 因为 Dhan (3.44) 
j=1 i=1 


既然 (3.44) 中 的 5 是 A 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 的 和 ， 我 们 可 以 直接 应 用 中 心 极 
限定 理 ， 注意 到 在 上 面 取 A 为 整数 值 的 做 法 是 不 失 一 般 性 的 ， 这 是 因为 当 入 3 
时 对 应 的 分 数 部 分 的 影响 是 可 以 忽略 不 计 的 . 

为 使 用 近似 方法 ， 我 们 需要 S 的 半 不 变量 . 记 un 为 理赔 额 分 布 的 人 M, 3 
于 复合 泊 松 分 布 , 我 们 有 


«s(t) = A(mx(t)- 1) = mË. (3.45) 
kæl j 


由 (2.45) 我 们 知 上 式 f 的 系数 即 为 所 需要 的 半 不 变量 . 于 是 有 


E[S] =m, Var[S]=Aw2 UR El(S— E[S])3] = rus. (3.46) 
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偏 度 正 比 于 和 -1/?: 
Is = ZER VN (3.47) 

注 3.6.2( 渐 近 和 下 滋 ) 在 某 些 情形 下 我 们 不 得 不 求助 于 一 些 近似 公式 ， 尤其 
是 实际 计算 时 间 过 长 的 时 候 . 例如 当 s 较 大 时 计算 (3.31) 中 的 f(s), 我 们 就 需要 
完成 大 量 的 乘法 运算 (见习 题 83.5 第 4 题 ). 其 次 ,递归 法 有 时 可 能 会 使 计算 “ 待 
在 原 地 不 动 ": 当 f(0) 的 数值 极端 得 小 ， 以 致 于 我 们 无 法 分 辨 它 是 不 是 (FR), 则 
(3.31) 中 所 有 的 概率 f(s) 也 将 全 部 为 0. 例如 ， 如 同 在 一 些 程序 语言 中 那样 我 们 使 
用 一 个 6 字 节 的 实际 数据 类 型 ， 则 当 和 (1 — p(0)) > 88 时 下 滋 现 象 便 发 生 了 . 设 一 
个 保单 组 合 有 n 个 寿险 保单 构成 ， 每 个 保单 发 生理 赔 的 概率 是 0.5%, 当 我 们 计算 
对 应 于 n = 17600 的 概率 Pr[S = 0] 时 就 会 遭遇 下 游 现象 ， 新 一 代 的 处 理 器 大 大 地 
提高 了 实际 算术 运算 的 精度 ,并 且 可 以 很 容易 地 处 理 具有 ~ 11340 这 样 大 的 保单 
组 合 ， 得 到 Pr[S = 0] = 10-5000. 

值得 幸运 的 是 , 随 着 A 增 大 近似 的 效果 会 改善 ; 它们 是 渐 近 精确 的 ， meee 
在 极限 意义 下 它们 同 基于 中 心 极限 定理 的 正 态 通 近 吻合 . 


8 3.7 个 体 和 聚合 风险 模型 


从 前 面 几 节 我 们 已 经 看 出 , 用 聚合 风险 模型 替代 个 体 模型 在 计算 上 会 有 一 些 明 
显 的 优势 . 本 节 将 集中 讨论 选择 什么 样 的 聚合 模型 这 个 问题 . 我 们 考虑 寿险 中 的 一 
种 情形 , 不 过 本 节 内 容 也 适用 于 非 寿 险情 形 (例如 当 职员 伤 残 时 要 进行 惩罚 (malus) 
的 情形 ). 

考虑 n 个 一 年 期 寿险 保单 . 保单 i 导致 的 理赔 有 两 种 可 能 ， 一 种 可 能 是 被 保 人 
死亡 了 (其 概率 为 g:), 这 时 理赔 额 为 一 个 正 数 bi; 另 一 种 可 能 是 被 保 人 没有 死亡 , 从 
而 理赔 额 为 0. 我 们 想 利用 一 个 聚合 模型 来 近似 所 有 保单 产生 的 总 损失 和 总 收益 . 
为 此 ， 注 意 到 保单 i 导致 赔付 b: 的 次 数 为 天 ~ Bernoulli(g:) 分 布 ， 我们 现在 用 一 
个 Poisson(Xi) 随机 变量 来 若 代 赔付 b: 的 次 数 天 在 个 体 模型 中 ， 考 虑 理赔 总 额 


Š= > Lb, 其 中 Pr = 1] = g = 1 — Pr, = 0), (3.48) 
i=l 


的 分 布 ， 而 现在 我 们 考虑 如 下 近似 随机 变量 的 分 布 : 
S= yoy, 其 中 Y; = Nib; -Fin 和 Ni ~ Poisson(A;). (3.49) 
i=l j=l 


如 果 取 Xi = gi, 则 在 两 个 模型 中 保单 i 的 期 望 赔付 次 数 相同 . 为 了 安全 起 见 我 们 也 
可 以 取 和 ;= 一 log(1 - %) > qi. 这 时 ， 在 聚合 模型 和 个 体 模型 下 保单 ; 发 生 0 理赔 
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的 概率 相等 . 这 样 , 我 们 通过 使 用 比 原先 模型 下 更 大 的 理赔 总 额 而 并 入 了 一 些 隐 含 
的 差额 (参阅 例 10.4.1). 

尽管 (3.49) 仍然 具有 个 体 模 型 的 形式 ， 由 定理 3.4.1 可 知 S 服从 复合 泊 松 分 
布 ， 3 对 应 于 一 个 由 (3.1) 表示 的 聚合 模型 ， 其 参数 为 


ADA 和 Po) = 分 F160 (2), (3.50) 
i=l i=1 


这 里 Ta(z) 表示 A 的 示 性 函数 ( 即 当 ze 4 时 I4(z) =1, 否则 为 0). 由 此 可 见 ， 如 
R Xi = gi, 则 期 望 赔付 次 数 保持 相等 : 


he Sa Soa (3.51) 
ma om 
此 外 ， 由 (3.48) 和 (3.49), S 和 S 的 期 望 也 是 相等 的 ， 
BI 引 = Sas = E[S]. (3.52) 
至 于 5 和 5 的 方差 , 我 们 有 | 
Varls] = Sait 
Var[5] = Yaa — qi)b? = Var[S] — San? : (3.53) 


可 见 S 的 方差 较 大 一 些 . 如 果 Xi = qi, a ee 
决策 者 倾向 于 采取 更 为 保守 的 决策 , 进一步 讨论 见 第 10 章 . 还 要 注意 到 并” (qib) 
的 值 越 小 ， 聚 合 模型 与 个 体 模型 之 间 的 差异 就 越 小 . 

注 3.7.1( 聚 合 模型 ) ”个 保单 组 合 对 应 的 聚合 模型 是 指 形 如 (3.50) 的 复合 泊 松 
分 布 ， 其 中 Xi = qi. 我 们 称 之 为 经 典 聚合 通 近 . 

习题 83.7 第 3 题 表明 在 (3.48) 下 我 们 也 可 以 通过 用 Poisson(1) 个 与 Xi 独立 同 
分 布 的 理赔 取代 每 个 理赔 X; 的 办 法 来 构造 聚合 模型 ， 当 随机 变量 X; 比 在 (3.48) 
中 的 更 一 般 时 ， 我 们 也 可 以 作 同 样 处 理 . 例如 ， 设 合同 i 分 别 以 概率 popi, pn 
取 值 bo = 0, b1, b2, bn. 于 是 我 们 有 


Xi = Iobo + Ibi +--+ + Inbn, (3.54) 


这 里 ， 石 的 边缘 分 布 满足 Prl5 = 1] = pj = 1-Pril; =0], H bt+h+-:-+I,=1 
(由 于 Xi 正好 等 于 一 个 可 能 的 理赔 额 )， TRH, RBA, Ri 
实际 上 使 用 了 服从 复合 泊 松 分 布 的 随机 变量 


Y: = Nobo + Nibi 十 … 十 Nnbn (3.55) 
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来 取代 Xi, (3.55) 中 的 Ni 是 一 些 独立 的 Poisson(p;) 随机 变量 . 以 这 种 方式 ， 所 有 
理赔 的 期 望 发 生 次 数 保持 不 变 . Vv 

注 3.7.2( 开 放 保单 组 合 的 模型 ) 上 面 建议 的 第 二 个 ( 取 参 数值 A; = —log(1— 
qi) 的 ) 模型 可 以 被 用 来 模拟 一 个 开放 的 保单 组 合 ， 其 到 来 (entries) 和 离开 (exits) 
不 是 发 生 在 更 新 时 刻 . 设 对 某 个 保单 , 其 死亡 等 待 时 间 W 服从 指数 Expo) 分 布 . 
为 使 得 事件 “没有 理赔 发 生 ” 的 概率 等 于 预期 值 1 - 9, 必须 有 PrIW > 1] =1-4, 
即 6 = 一 log(1 - 9). 现在 设 每 次 在 死亡 时 刻 该 保单 被 更 换 为 男 一 个 同样 的 保单 . 
于 是 , 我 们 真正 为 我 们 的 保单 组 合 建立 了 一 个 开放 的 模型 . 死亡 等 待 时 间 总 是 服从 
指数 Exp(6) 分 布 ， 但 是 由 泊 松 过 程 的 理论 (见习 题 82.5 第 7 题 ) 在 时 刻 1 之 前 的 
死亡 数 服从 Poisson(5) 分 布 。 在 该 模型 中 ， 对 每 一 个 i, 把 对 保单 ;的 赔付 额 替换 
为 其 Poisson(- log(1 一 qi)) 个 复制 ， 这样 ， 作 为 对 个 体 模型 的 近似 ， RT 
一 个 更 安全 的 开放 聚合 模型 (见习 题 810.4 第 1 题 ). 

注 3.7.3( 负 风险 额 ) 如 果 b: 是 一 些 正 整数 ， ST ae rear 
HRH S 的 概率 分 布 ， 从 而 很 快 得 到 S 的 概率 分 布 的 近似 值 ， 但 是 ， 当 b; 既 可 能 
为 正 又 可 能 为 负 时 ， 我 们 就 不 能 够 使 用 这 个 递 推 法 . 在 这 种 情况 下 , 我 们 可 以 把 5 
分 制 成 两 部 分 S = S+- S~, 其 中 S+( 对 应 于 bi > 0) 刚好 是 (3.49) 中 那些 项 Y; 
的 和 .由 定理 3.4.2 易 见 ， SHA S 都 是 由 非 负 项 构成 的 独立 的 复合 泊 松 随机 变 
H. 进而 S 的 分 布 可 以 通过 对 S+ 和 5- 的 分 布 作 卷 积 来 求 得 

如 果 欲 只 对 一 个 d 值 来 计算 停止 损失 保费 ECS - d)+], 那么 可 以 省 去 计算 St 
A S- 的 分 布 卷 积 的 时 间 . 通过 对 负 值 理赔 总 额 S- 取 条 件 ， 我们 可 以 把 停止 损失 
保费 改写 为 如 下 形式 


El(S—d)+]= DE[(S+ - (z + d))+] Pr[S7 = a]. (3.56) 

z>0 
为 计算 这 个 值 ， 我 们 只 需要 计算 S+ 的 停止 损失 保费 即 可 ,而 St 的 停止 损失 保费 
(作为 Panjer 递归 的 一 个 副产品 ) 可 以 由 Panjer 递归 得 到 ( 见 例 3.5.4). 最 后 ， 预 期 
的 停止 损失 保费 由 简单 的 加 法 运算 便 可 以 求 出 ， 对 于 卷 积 来 说 ， 双 重 求 和 是 必须 
的 . v 


83.8 几 个 理赔 额 分 布 的 参数 族 


对 于 一 个 机 动车 险 的 保单 组 合 ， 我 们 可 以 使 用 一 个 聚合 风险 模型 ， 其 泊 松 参 
数 取 为 前 几 年 理赔 次 数 的 平均 数 ， 再 由 保单 数目 的 变化 趋势 进行 调整 . 个 体 理赔 额 
分 布 可 以 根据 在 过 去 观测 到 的 分 布 来 进行 估计 ， 再 根据 通货 膨胀 进行 调整 

在 有 些 情况 下 (例如 计算 保费 的 免 赔 额 ), 使 用 一 个 能 够 较 好 拟 合 观测 到 的 理赔 
额 数据 的 参数 分 布 就 会 很 方便 ， 我们 常用 如 下 一 些 非 负 随 机 变量 的 概率 分 布 
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1. 伽 玛 分 布 Pta, b): 适用 于 理赔 分 布 的 尾 概率 不 是 太 “ 重 " 情形 ， 例 如 在 机 动 
车 险 中 保 对 自己 车 辆 损伤 情况 ; 

2. 对 数 正 态 分 布 LN(y,o?): 适用 于 理赔 分 布 的 尾 概率 略微 重 一 些 的 情形 ， 例 
如 火险 中 的 理赔 额 ; 

3. Pareto(a, xo) 分布 : 在 发 生 大 理赔 的 可 能 性 很 大 时 用 这 个 分 布 , 特别 是 在 责 
ERF. 

在 习题 中 ， 我 们 将 推导 出 上 述 这 些 分 布 的 一 些 有 用 的 性 质 .除了 上 述 分 布 之 
外 , 还 有 许多 其 它 的 分 布 可 以 使 用 . 例如 , 道 高 斯 分 布 以 及 指数 分 布 的 混合 /组 合 . 
逆 高 斯 分 布 [和 


出 于 一 些 原因 , 逆 高 斯 分 布 有 时 意 想不到 地 出 现在 精算 文献 中 . 它 具有 类 似 于 
上 述 分 布 的 一 些 性 质 . 多 种 参数 化 手法 可 以 供 使 用 . 我 们 将 使 用 一 个 具有 形状 参数 
a 和 刻度 参数 6 的 逆 高 斯 分 布 ( 记 为 IG(a, 6), 其 类 似 于 伽 玛 分 布 . 由 于 在 数学 
上 处 理 起 来 困难 ， 北 高 斯 分 布 一 直 没 有 受到 太 多 关注 . 例如 ， 即 使 要 证 明 其 概率 密 
度 函 数 的 积分 值 等 于 1 都 是 一 件 困难 的 事情 .最 方便 的 办 法 是 考 虚 其 在 z € (0, 00) 
上 定义 的 分 布 函 数 


F(aia,6) = 0 (Te + Vie) te (Seve). (3.57) 
注意 到 当 z | 0 时 其 极限 为 0; 而 当 z 一 co 时 其 极限 为 1 导数 在 (0,00) ERE 
值 ， 具 有 如 下 形式 : 


f(x; a, B) = ape te RE, Z>0. (3.58) 


所 以 (3.57) 确实 是 一 个 分 布 函数 . 运用 (3.58) 是 一 个 密度 函数 这 个 事实 , 我们 可 以 
证 明 F(z;a, 8) 的 矩 母 函数 等 于 





m(:a,8) = exp {a [1 - 1-= b t< (3.59) 


该 矩 母 函数 在 t= G AEN, TE t> f ARR. DRN RATE 
基 函 数 是 正 态 分 布 累 积 量 母 函 数 的 反 函 数 . 

当 a = 6 时 ， 道 高 斯 分 布 也 被 称 为 Wald 分 布 ， 利 用 矩 母 函 数 容易 证 明 确 
实 是 一 个 刻度 参数 ， 事 实 上 ， 如 果 X 服从 IG(a 6) 分布， 那么 BX 服从 IG(a 1) 
分 布 , 我 们 还 可 以 看 出 ， 把 两 个 独立 的 服从 参数 分 别 为 m,B 和 az 8 的 逆 高 斯 分 
布 的 随机 变 基 相 加 ， 便 得 到 一 个 服从 参数 为 a + az, 6 的 逆 高 斯 分 布 的 随机 变量 . 
IG(a, 0) 分 布 的 期 望 和 方差 分 别 为 a/8 和 a/p, SMBS ATA, 斜 度 为 3/VG， 
略 大 于 具有 同样 期 望 和 方差 的 伽 玛 分 布 的 偏 度 。 图 3.1 描绘 了 逆 高 斯 分 布 的 图 像 
由 非常 倾斜 到 几乎 正 态 的 变化 趋势 (这 里 所 有 被 刻画 的 分 布 具有 相同 的 期 望 值 1). 
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0 1 2 3 
图 3.1 参数 值 分 别 为 o 一 B= 计 二 12,48,16,32 (从 左 到 右 ) 的 逆 高 斯 分 布 
指数 分 布 的 混合 / 组 合 


还 有 另外 一 些 有 用 的 参数 分 布 ， 它 们 是 指数 分 布 的 混合 / 组 合 ， 我 们 有 时 候 
也 称 之 为 Coxian 分 布 . 如 果 一 个 指数 分 布 的 参数 是 随机 的 ， 分 别 以 概率 9 和 1 一 9 
取 值 于 a 和 6, 那么 一 个 混合 指数 分 布 便 产 生 了 . 该 混合 指数 分 布 的 密度 函数 为 


p(x) = qae~** + (1—q)Ge~**, x >0. (3.60) 


对 每 一 个 % 0 < 9 < 1, 函数 pl) 是 一 个 概率 密度 函数 .不 过 当 9 < 0 或 者 9 > 1 
时 ， (3.60) 中 的 pO) 有 时 仍然 是 一 个 概率 密度 函数 ， 当 然 ， 此 时 不 等 式 plz) > 0 
必须 对 所 有 的 z 成 立 . 由 习题 83.8 第 4 题 知 这 只 需要 p(0) > 0 即 可 . 如 果 a < p, 
那么 p(0) > 0 等 价 于 1 < 9< B/(8 一 a), 并 且 此 时 我 们 称 (3.60) 为 指数 分 布 的 一 个 
ue. 

指数 分 布 的 一 个 组 合 例子 如 下 : 


p(x) = 2(e~* 一 e-2z) = 2 x le~? — 1 x 2e7?, (3.61) 


即 g=2,a=1 且 6=2. 另 一 个 这 样 的 例子 是 函数 


p(z) = ; (= 一 x) = ; x le! 一 3 x27”, (3.62) 


MR X ~Exp(a), Y ~Exp(8), H a # 8, W 
aß sip a a 8 
a—t)(B-t)” B-aa-t PB-aB-t 


所 以 独立 指数 型 随机 变量 之 和 具有 指数 分 布 组 合 的 密度 函数 . 不 过 ， 反 之 未 必 正 
W. 例如 在 (3.61) H, HF q= 8/(B— a) =2, 故 (3.61) 是 Exp(1) 和 Exp(2) 分 布 
的 卷 积 的 概率 密度 函数 ， 而 (3.62) 中 的 概率 密度 函数 不 可 以 写成 这 样 的 卷 积 . 





mxr =7 (3.63) 
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4at Bit, A B/(B-a)— co, AT X +Y 的 分 布 趋向 于 (2,6) 分 布 . 于 
是 ， 具 有 参数 值 > = 2 的 伽 玛 分 布 是 指数 分 布 组 合 的 极限 ,同样 的 结论 对 所 有 刻度 
参数 取 整 数值 的 伽 玛 分 布 也 成 立 . 

有 这 样 一 个 两 阶段 模型 ， 它 可 以 产生 所 有 的 具有 概率 密度 函数 (3.60) 那样 的 
随机 变量 . 设 X, Y 和 工 相互 独立 ，X 和 了 ~ Exp(1), I ~ Bernoulli(y) 分 布 ， 其 
中 0<7< 和 1 又 设 0< a < PB. 于 是 随机 变量 

XY 


Z=13+5 (3.64) 


BAITEN 

a Bp _ a8 -tB(1-7) 

ma = (174955) goa E 

为 了 证 明 这 是 一 个 指数 分 布 混合 或 者 组 合 的 矩 母 函数 ， 我 们 只 需要 设法 利用 部 分 
分 数 法 找到 一 个 a 使 得 (3.05) 等 于 (3.60) EREM 


a B 
IT tl VB (3.66) 


(3.65) 


即 可 ， 比 较 (3.65) 和 (3.66) 得 到 

qa+(1-9)6=B( -7)， 从 而 a= ft. (3.67) 
BERO <a < 6, 当 0<Y<1-a/8 时 , RITA 0 <9 <1, FEZ 是 一 个 指数 分 布 
的 混合 . 当 1 一 a/6 <Y 和 1 时 ， 有 9 > 1 这 时 Z 服从 一 个 组 合 指数 分 布 。 (3.64) 
中 的 损失 变量 Z 可 以 看 作 如 下 一 个 实验 的 结果 ， 首先， 在 任何 情况 下 某 人 都 要 承 
受 一 个 损失 Y/p; 其 次 ， 通 过 投掷 一 枚 硬币 观察 是 否 正面 朝 上 (正面 朝 上 的 概率 为 
V), 以 此 来 决定 该 人 是 否 要 承受 另外 一 个 损失 X/a, 这 样 此 人 的 总 损失 由 (3.64) 给 
H. ARER 2 的 另 一 个 解释 是 要 么 承受 损失 Y/B, 要 么 承受 损失 X/a+¥/B, 
这 是 因为 2 = I(X/a+Y/B)+ (1 一 了 )Y/B. 4 =1 时， 两 个 指数 分 布 的 和 再 一 次 
HRT. 


§3.9 停止 损失 保险 与 近似 


对 于 自 留 额 为 4 的 停止 损失 再 保险 ， 再 保 商 对 损失 S 的 赔付 额 等 于 (S 一 qd)+. 
本 节 我 们 要 对 几 个 分 布 函数 来 寻求 其 停止 损失 保费 的 解析 表达 式 ， 这 些 停止 损失 
保费 表达 式 也 可 以 被 用 来 计算 超额 损失 再 保险 的 纯 保 费 . 

用 nld) 来 表示 一 个 具有 分 布 函数 FO 的 损失 变量 的 停止 损失 保费 为 d 的 一 
个 函数 ， 于 是 a! (d +0) = F(d) — 1. 这 个 事实 可 以 被 用 来 验证 停止 损失 保费 的 表达 
R. 在 一 些 必要 的 积分 运算 中 ， 我 们 常常 使 用 分 部 积分 法 . 
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例 3.9.1( 正 态 分 布 的 停止 损失 保费 ) BX ~ N(u,07) 分 布 ,那么 X HRA 
留 额 d 的 停止 损失 保费 等 于 多 少 ? 

对 于 非 标准 正 态 分 布 ， 我 们 通常 是 先 考虑 特殊 情形 上 = 0 和 o? = 1, 再 利用 一 
个 事实 : 如 果 U ~ N(0,1), WX = cU +y ~ N(u,07). 于 是 所 要 计算 的 停止 损失 
保费 为 


El(X — d)4] = E|(0U +u-d)4]=0F [(e - s) | (3.68) 
+ 
AW ¢'(u) = —ud(u), 我 们 有 
f 如 ug(u)du = f “wj = o(t). (3.69) 
t t 
于 是 立即 得 到 
a(t) = E[(U —t)4] = o(t) — t[1 - #(¢)], (3.70) 
从 而 7 
E(X - d)+] = o% (<*) -(d-n) f- 0(H*)]. (3.71) 


下 面 例 3.9.5 给 出 了 一 个 正 态 分 布 停止 损失 保费 数值 的 表格 , 也 可 见 书 末 的 表 C. V 
例 3.9.2( 伽 玛 分 布 ) ”对 伽 玛 分 布 来 说 ， 其 停止 损失 保费 表达 式 就 颇 为 简单 
T. WR S ~la, b), H Gla b) 表示 S 的 概率 分 布 函 数 ， 则 


Bl(S - d)4] = git — G(d;a + 1,8)) -dll- G(d; a, 8). (3.72) 


我 们 还 可 以 推导 出 停止 损失 赔付 的 更 高 阶 矩 EI(S — d)4], k = 2,3,…. REFRA 
母 函 数 (从 而 停止 损失 赔付 的 指数 保费 ) 也 可 以 类 似 地 计算 出 来 v 

注 3.9.3 MMA) 当 S <amt, (S-d = 0; WH S> d 时 ， 
(S-d =S-d. 于 是 下 面 的 等 式 恒 成 立 ， 


KS-a) —(S—d),}[(S — d)4] = 0. (3.73) 
从 而 有 
{5S-d}*={S-d-(S-d)]+(s — d)+ }* 
= {S - d- (S — d)+}" + {(S—d),}*, (3.74) 
在 (3.74) 的 最 后 一 步 中 ， 由 (3.73) 知 二 项 展开 式 中 其 余 的 项 均 为 0. 利用 这 些 恒 等 
式 ， 我 们 可 以 推导 出 在 停止 损失 赔付 下 自 留 损失 S- (S - d)+ HE. v 


如 果 损 失 近 似 服从 一 个 平移 伽 玛 分 布 ， 用 同样 的 方式 也 可 以 近似 求 出 自 留 损 
失 的 期 望 值 、 方 差 以 及 偏 度 (见习 题 83.9 第 4 题 ). 
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例 3.9.4( 停 止 损失 保费 的 NP 近似 ) ”对 于 某 些 随机 变量 ， {X > y} 的 概率 

用 NP 法 来 近似 的 效果 会 相当 好 . 那么 可 否 对 X 的 停止 损失 保费 也 给 出 一 个 近似 
呢 ? 

J} u>1 H y > 1, 定义 如 下 一 个 辅助 函数 ， 

ao =u + 2(u?-1) 和 ug)= V 元 + 兴 +1 一 了 (3.75) 


由 2.5 节 ， 我 们 知道 w(q(u)) =u M gq(w(y)) =y. 进一步 ，q(-) 和 w(-) 都 是 单调 
W, FFA qlu) > y > wly) <u. 设 2 是 一 个 具有 均值 0, 标准 差 1 和 偏 度 Y > 0 
的 随机 变量 ， 我 们 要 在 (3.68) 的 帮助 下 ， 利 用 2 的 停止 损失 保费 来 计算 一 个 满足 
BIX] = p, Var[X] = 0? 和 斜 度 为 7 的 随机 变量 X 的 停止 损失 保费 ，. 
NP 近似 为 
Pr{Z > q(u)| = Pr[w(2) > u) ~ 1 — (u), ud. (3.76) 


WU ~ N(0,1), 定义 另 一 个 随机 变量 V 如 下 : 当 U > 1 时，V = qU); 否则 ， 
V =1, B} V = ¢(max{U,1}). 于 是 


PrlV > q(u)] = Pr[U > uJ=1- O(u), udl. (3.77) 


因而 ， 
Pr[Z > y] = Pr[V > y] =1- (wly)), y>1. (3.78) 


Z4d> 1 时 的 停止 损失 保费 可 以 通过 V 的 停止 损失 保费 来 近似 ， 事 实 上 ， 
S Pr[2 > yļdy = J Pr[V > yldy = E[(V — d)4] 
d d 
= f” Calmax{u,1}) -ds (udu 
= 广 em-aeww (3.79) 
w(d) 
为 了 计算 该 积分 ， 利 用 f luolu)) = (1 - u?)o(u) 推出 
f Tht — 1]¢(u)du = td(t). (3.80) 
把 关系 式 (3.69) 和 (3.80) 以 及 函数 q(-) 代入 (3.79), 得 到 
at. 7 
El(Z - d)4] ~ i (u+ 2? - 1) - d) owau 


= Hw(d)) + Frw(do(w(d) — dji - Sw(d))). B81) 
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这 给 出 了 任何 一 个 满足 期 望 为 0, 方差 为 1 且 偏 度 为 7 的 风险 变量 Z ae 
失 保费 的 近似 公式 . 

P 3.9.5(CLT 和 NP 停止 损失 近似 的 比较 ) ” 求 满足 E[X] = y= 0， ade = 
o? = 1 以 及 偏 度 分 别 为 y= 0,5, 3,1,2,4 的 随机 变量 X 的 停止 损失 保费 的 近似 
值 ， 自 留 额 分 别 取 为 d=0,5,---,4. 

当 偏 度 为 0 时 ， 使 用 公式 (3.71), 否则 使 用 公式 (3.81). 尽管 (3.81) 是 对 d > 1 
情形 推导 出 来 的 , 但 对 d = 0 和 d= WE, 我 们 同样 使 用 该 公式 . 计算 出 的 结果 
为 : 





d y=0 7= 1/4 7= 1/2 y=1 y=2 y=4 
0.0 8989 3993 4003 4044 4195 4694 
0.5 .1978 .2053 2131 .2294 .2642 .3385 
1.0 .0833 .0934 .1035 .1236 .1640 .2446 
1.5 0293 .0376 .0461 .0637 .1005 .1769 
2.0 .0085 .0134 .0189 .0316 .0609 .1280 
2.5 .0020 .0042 .0072 .0151 .0365 .0926 
3.0 .0004 .0012 .0026 .0070 .0217 .0670 
3.5 .0001 .0003 .0009 .0032 .0128 .0484 
4.0 .0000 .0001 .0003 .0014 .0075 .0350 


可 见 一 个 正 的 偏 度 会 导致 一 个 大 得 多 的 停止 损失 保费 . 对 任意 的 上 和 o, 我 们 不 得 
不 使 用 (3.68). 此 时 ， 首 先 确定 d= (t - u)/0, 然后 把 上 表 中 对 应 的 停止 损失 保费 
RV o, 并 且 必 要 时 使 用 插值 . v 

例 3.9.6(-F AES AH PEER RM) ”用 平移 伽 玛 近似 法 求 上 例 中 的 那 
PEPPER RR. 

期 望 为 0, 方差 为 1 和 偏 度 为 y 的 平移 伽 玛 分 布 随机 变 基 的 参数 值 分 别 是 a = 
4/7, B= 2/7 和 zo = -2/7. 当 710 时 ，(3.72) 给 出 N(0,1) 分 布 的 停止 损失 保 
费 . 所 有 的 伽 玛 停止 损失 保费 都 略 小 于 用 NP 近似 得 到 的 停止 损失 保费 .实际 上 ， 
由 (2.60) 可 以 看 出 当 d <p to 时 伽 玛 近似 的 尾 概率 确实 小 于 NP 近似 的 尾 概率 . 
只 是 当 偏 度 7 = 4 时 差别 会 更 大 一 些 . 

当 d 很 小 时 , 下 表 中 的 结果 看 起 来 似乎 不 正确 . 尽管 近似 公式 (3.81) 是 在 d > 1 
下 推导 出 来 的 ， 鉴 于 其 近似 结果 随 着 斜 度 的 增加 而 增加 ， 当 d = 0 和 d= 0.5 时 近 
似 公式 (3.81) 给 出 的 结果 似乎 更 可 信 一 些 . 不 过 ， 由 下 文 的 (3.83) 即 可 得 到 ,如 果 
一 个 分 布 的 所 有 停止 损失 保费 都 大 于 另 一 个 具有 相同 期 望 值 的 分 布 的 停止 损失 保 
H, 那么 前 一 个 分 布 会 有 更 大 的 方差 .既然 在 本 例 中 分 布 的 方差 是 相等 的 ， 可 见 除 
了 有 较 大 的 平移 伽 玛 停止 损失 保费 外 ， 也 应 该 有 一 些 较 小 的 平移 伽 玛 停止 损失 保 


§ 3.10 方差 不 等 情形 下 的 停止 损失 保费 <57- 








RA. 

d y=0 7=1/4 7=1/2 7=1 7=2 7=4 
0.0 3989 3984 3969 .3907 .3679 .3038 
0.5 .1978 2046 2103 2184 2231 2046 
1.0 0833 .0930 1017 1165 1353 1424 
15 0293 0374 0453 0598 0821 1011 
2.0 .0085 .0133 .0186 .0297 .0498 0726 
2.5 0020 .0042 .0072 .0144 .0302 .0527 
3.0 .0004 .0012 .0026 .0068 .0183 .0385 
3.5 .0001 .0003 .0009 0032 0111 0283 
4.0 .0000 .0001 .0003 0015 0067 .0209 


FG AME SEE AA FE RS — 4 SE A A E E SP HA 
费 的 . 另 一 方面 ，NP 近似 是 对 一 个 在 超过 /+ 处 具有 适当 尾 概率 的 随机 变量 计 
算 其 停止 损失 保费 的 . 显然 , 同时 具有 NP 尾 概率 和 合适 的 前 三 阶 矩 的 随机 变量 是 
存在 的 . v 


8 3.10 方差 不 等 情形 下 的 停止 损失 保费 
本 节 比较 期 望 值 相等 而 方差 不 等 的 两 个 风险 变量 的 停止 损失 保费 ， 尽 管 我 们 
不 可 能 给 出 一 个 准确 的 一 般 准则 ， 但 是 可 以 陈述 一 些 有 用 的 近似 结果 . 


就 像 对 分 布 函数 的 积分 得 到 期 望 值 那样 ， 我 们 还 可 以 对 停止 损失 保费 积分 . 在 
习题 83.10 第 1 题 中 ， 我 们 请 读者 证 明 ， 如 果 以 概率 1 有 U > 0, 那么 


je 四 = {al -0 (0s). (3.82) 


这 个 方程 里 的 被 积 函数 总 是 非 负 的 . 由 (3.82) 得 , 如 果 U AW 是 两 个 具有 相同 期 
望 值 4 的 风险 变量 ， 那 么 


f TIEU ~ 04] BIW -Oat = {Vorly] — varfw}. (883) 


通过 使 用 区 间 宽度 为 1 的 梯形 公式 近似 (3.83) 中 的 积分 ， 我 们 得 到 下 面 这 个 关于 
U 和 W 的 停止 损失 保费 所 有 差额 总 和 的 近似 结果 (请 注意 不 要 使 用 绝对 值 ): 


DE -0H BIW Ol} ~ F{Var{U]— Var). (8.84) 
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因此 ， 当 我 们 用 W 的 停止 损失 保费 来 替代 U 的 实际 停止 损失 保费 时 ， (3.84) 给 
出 了 在 所 有 整数 值 处 停止 损失 保费 的 误差 总 和 的 一 个 近似 结果 .在 第 10 章 我 们 要 
给 出 一 些 使 得 不 等 式 E[(U — d)+] > E[(W 一 d)+] 对 所 有 的 d 成 立 的 条 件 . 在 此 情 
况 下 ， (3.84) 中 所 有 的 被 加 项 均 为 正 ， 从 而 所 有 这 些 项 的 最 大 误差 将 小 于 右边 . 
假设 两 个 被 积 函数 的 比值 近似 等 于 其 对 应 积分 的 比值 有 时 也 未 必 就 太 不 合理 . 
在 此 假设 下 ， (3.82) 给 出 了 近似 公式 
[一 bt] 一 由 一 b+ _ VarlU] 
E((W -t)4]-(u—-t)4  Var[W]" 
如 果 u = EU), W = (1 一 Dy+ IU, 其 中 了 ~ Bernoulli(a) 且 独 立 于 U, a = 
Var[W]/Var[U], 那么 该 近似 公式 是 精确 的 (见习 题 83.10 第 2 题 ). 
WR t > p, W (u-t) = 0, 所 以 近似 公式 (3.85) 简化 为 如 下 的 经 验 法 则 . 
经 验 法 则 3.10.1( 停 止 损失 保费 的 比 ) ” 当 自 留 额 t 大 于 期 望 值 y = EU] = 
IW] 时 ， 风 险 变量 U 和 W 的 停止 损失 保费 满足 : 
EU 一 b+t] ~ VarlU] 
E\(W —t)4] VarlW] 
当 上 的 值 既 不 太 大 也 不 太 小 时 该 法 则 运行 效果 很 好 ， 详 见 下 文 . v 
例 3.10.2(“ 不 明确 配偶 情况 ") “习题 83.7 第 4 题 处 理 了 人 寿 保险 中 的 一 种 情 
JE, 在 此 情形 下 保险 商 不 知道 究竟 哪 一 位 被 保险 人 死 后 会 留 下 一 个 骞 妇 ， 从 而 必须 
赔付 该 穿 妇 的 保险 抚恤 金 . 如 果 被 保险 人 中 已 婚 的 频率 为 80%, 那么 我 们 或 者 把 所 
A RMF | 0.8 而 保持 一 年 内 死亡 的 概率 不 变 ， 或 者 把 死亡 概率 乘 上 0.8 而 保 
持 赔付 额 不 变 , 可 以 证 明 , 在 前 一 种 处 理 办 法 下 得 到 的 方差 大 约 等 于 在 后 一 种 处 理 
办 法 下 得 到 的 方差 的 80%. 所 以 ， 如 果 我 们 没有 用 正确 的 方法 ， 而 是 用 上 述 前 一 种 
方法 来 计算 停止 损失 保费 , 那么 对 于 那些 比 期 望 理赔 大 的 自 留 额 来 说 ,其 停止 损失 
保费 就 会 大 约 少 20%. Vv 
我 们 将 对 N(u,07) 分 布 来 检验 经 验 法 则 3.10.1, 其 中 参数 p 和 o? 固定 . 记 
a(d; 1,07) 为 服从 N(u, 0?) 分 布 的 随机 变量 的 停止 损失 保费 ，r(.) = r(-;0,1), 再 
记 PO) 为 N(0,1) 的 分 布 函数 ， %(.) = DCO) 为 相应 的 概率 密度 函数 . (3.71) 可 以 
改写 如 下 : 





(3.85) 





(3.86) 


T(dip,0°) = on(d";0, 1) = o[6(d") — d*(1 ~ 9(a"))), (3.87) 


其 中 心 = (d—p)/o. 为 了 研究 当 o? 改变 而 /国定 时 函数 r(d; u, 0?) 的 变化 趋势， 
对 0? 求 偏 导 得 








§ 3.10 方差 不 等 情形 下 的 停止 损失 保费 “中 





于 是 ， 如 果 我 们 用 0? + 5? KER o?, 其 中 5 为 较 小 的 量 ， 则 该 替代 对 停止 损失 保 
费 的 影响 可 以 被 粗略 地 刻画 如 下 : 


n(d; u, 0? + 5) 
ee 人 Heat 人 


= +P dino?) + = |e-of- 加 (<*)} -or (55) 2 ABP) 








g? 


(3.89) 的 第 一 项 恰好 是 经 验 法 则 刻画 的 那个 比值 .可 以 证 明 ， 第 二 项 在 de [4, 00) 
上 积分 值 等 于 0, 该 项 在 d 接近 于 u A, E da 0.745 时 为 0, 而 在 d 取 大 值 时 
为 正 . 由 此 可 以 总 结 出 当 自 留 额 大 约 为 + 3o 时 ， 经 验 法 则 运行 效果 会 非常 好 . 

B 3.10.3( 经 验 法 则 的 数值 评估 ) ”我 们 对 自 留 额 d = 0,4,1,---,3 分 别 计算 
N(0,1.01) 和 N(0,1.25) 的 停止 损失 保费 ,并 与 N(0, 1) 的 对 应 结果 进行 比较 . 按照 
经 验 法 则 3.10.1, 前 两 个 分 布 的 计算 结果 应 当 分 别 为 N(0,1) 对 应 的 结果 的 1.01 倍 
和 1.25 倍 大 . 表 3.1 给 出 一 些 修正 因子 ， 为 了 得 到 真正 的 误差 这 些 因 子 必须 被 乘 
进去 . 例如 , Æ d= 0 时 比值 r(d;0,1.01)/r(d0,1) 等 于 1.005, 而 不 是 1.01, 所 以 对 
应 的 误差 只 是 经 验 法 则 预测 误差 的 50%. 


表 3.1 ”根据 经 验 法 则 ， N(0, 1.01) 和 N(0,1.25) 的 停止 损失 保费 
相对 于 N(0,1) 的 停止 损失 保费 的 偏离 因子 








d m(d;0, 1) SERF 
1+0.01x 1 十 0.25x 
0.0 0.39894 0.50 0.47 
0.5 0.19780 0.89 0.85 
1.0 0.08332 1.45 1.45 
1.5 0.02931 2.22 2.35 
2.0 0.00849 3.20 3.73 
2.5 0.00200 4.43 5.84 
3.0 0.00038 5.92 9.10 





我 们 可 以 看 到 ， 当 自 留 额 接 近 于 期 望 值 时 ， 经 验 法 则 修正 因子 会 过 大 ; 当 自 
留 额 较 大 时 ， 该 修正 因子 又 会 过 小 . 只 有 当 自 留 额 接 近 于 期 望 值 加 上 标准 差 的 0.75 
倍 时 ,修正 因子 才 基本 正确 . 当 一 个 分 布 具有 较 小 的 方差 而 自 留 额 又 较 大 时 ,停止 
损失 保费 基本 上 可 以 忽略 不 计 , 这 时 经 验 法 则 修正 因子 就 会 有 较 大 的 误差 , 不 过 当 
分 布 的 方差 较 大 时 就 不 一 定 了 . 

如 果 我 们 想 从 经 验 法 则 中 再 挤 出 一 点 精度 的 话 , 我 们 可 以 从 表 3.1 中 发 现 一 个 
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恰当 的 修正 因子 . 例如， 假设 风险 变量 的 分 布 类 似 于 正 态 分 布 ， 如 果 自 留 额 等 于 

A+c 且 方差 比值 等 于 1 + 5, 那么 我 们 必须 对 计算 出 来 的 停止 损失 保费 乘 上 一 个 因 

子 1+1.456 来 近似 真正 的 停止 损失 保费 . v 
83.11 3 题 


§3.2 

1. N 有 如 下 分 布 的 时 候 ， 计算 (3.3), (3.4) 和 (3.5): a) Poisson( 和 ) 分 布 ，b) B(n,p) 分 
布 ，c) NB(r,p) 分 布 . 

2. 对 于 累积 量 母 函数 ， 给 出 类 似 于 (3.5) 的 推导 . 

3. 设 有 一 个 鸟 窝 ， 里面 的 鸟 蛋 数 服从 Poisson(A) 分 布 ， 又 设 黎 化 出 一 只 肉 鸟 的 概率 等 于 p. 
求 岛 窜 中 肉 岛 个 数 的 分 布 . 

4 KS 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 中 入 = 2, p(x) = z/10, z = 1,2,3,4. 对 s < 4 利用 
(3.10) 来 计算 事件 S = s 的 概率 . 

5. 对 z = 0,.…,6, 完成 例 3.2.2 中 的 表格 ， 并 求 N, X 和 S 的 期 望 值 和 方差. 

6. 设 S 由 例 3.2.2 给 出 , 但 是 现在 N 服从 参数 为 和 = 2 的 泊 松 分 布 ， 求 5 的 期 望 值 和 方 
差 . 

7， 用 分 部 积分 法 证 明 关系 式 (3.11)， 再 用 以 下 办 法 证 明 该 式 ， 对 方程 两 边 求 导 ， 比 较 当 
z=0 RÈ r 一 oo 时 方程 两 边 值 . 

83.3 

1. 考虑 NB(r,p) 分 布 ， 令 一 00 和 p 一 1, 但 是 r(1 一 p) = 入 保持 不 变 .证明 在 该 极限 
过 程 下 负 二 项 分 布 收敛 于 泊 松 分 布 . 

2. 在 什么 情况 下 通常 的 泊 松 分 布 可 以 取代 例 3.3.1 和 3.3.2 中 的 负 二 项 分 布 ? 

3. [A] 证 明 (3.19). 

83.4 

1. 同 习题 $3.2 第 4 题 ， 但 是 现在 要 求 用 稀疏 向 量 算法 . 

2. 如 果 在 (3.22) 中 一 些 zi 是 相等 的 ， 那 么 (3.23) 会 怎么 样 ? 

3. 设 51 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 Xi = 4, 理赔 分 布 p1(j) = 1,7 = 0, 1,2,3, 再 设 Se 也 
服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 A = 2, 理赔 分 布 pl) = 4,7 = 2,4. 如 果 Si 和 So 独立 ， 那 么 
Si + So 服从 什么 分 布 ? 

4 在 习题 83.2 第 3 题 中 ， 证 明 梭 鸟 和 肉 鸟 的 数目 相互 独立 . 

5. 记 Ni 为 例 3.2.2 中 理赔 额 等 于 j 的 发 生 次 数 ， j = 1, 2. 试问 Ni 和 No 独立 吗 ? 

6. RS 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 为 ,离散 理赔 分 布 为 p(z), z > 0， 再 设 So 也 服 
从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 为 Xo = A/a, 0 < a < 1, 理赔 分 布 po(z) 满足 po(0) = 1-a 和 
po(z) = ap(z), > > 0. 用 拢 母 函 数 的 方法 证 明 S 和 So 同 分 布 ， 再 通过 验证 (3.22) 中 理赔 额 
TEO 的 发 生 次 数 同 分 布 的 方法 来 证 明 S ~ So. 

83.5 
1. 同 习题 83.2 第 4 题 ， 但 是 现在 要 求 用 Panjer 递 推 公式 . 
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2. 同 习题 83.4 第 6 题 的 第 一 部 分 ， 但 是 现在 要 求 通过 归纳 “Panjer 递归 给 出 同样 的 概率 
f(s)” 来 证 明 . 

3. 验证 例 3.5.2. 

4. 设 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 其 理赔 分 布 在 1,2,… ,m 处 取 正 概率 ， 求 在 用 Panjer 递 推 计算 
概率 F(t) 时 需要 用 到 的 乘法 运算 次 数 .区 分 m < t 和 m > t 两 种 情况 . 

5. 设 gn = Pr[N = n] 满足 (3.26), 求证 BIN] = (a + b)/(1 — a). 

6. 在 例 3.5.4 中 ， 求 使 得 r(d) = 0.3 的 自 留 额 d. 

7. 设 Ni，N2 和 Ns 相互 独立 且 服 从 Poisson(1) 分 布 . 对 自 留 额 d = 2.5, R E[(Ni + 
2Na + 3Ns — d)+]. 

8. 设 51 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 A = 2, 理赔 分 布 p(1) = p(3) = $. 记 S2 = 51 + N， 
其 中 N 服从 Poisson(1) 分 布 且 独立 于 Si. R 52 的 矩 母 函数 ， 对 应 的 分 布 函数 是 什么 ? RAE 
Æ Pr[52 < 2.4), 解 中 保留 e MITRE. 

9. 设 Z 是 一 个 服从 复合 泊 松 分 布 的 整 值 随机 变量 ， 如 果 对 某 a > 0, Panjer 递 推 公式 等 于 
Pr[Z = s] = f(s) = $[f(s — 1) + 2f(s — 2)], s = 1,2,3,---, 求 该 复合 泊 松 分 布 的 参数 值 ， (不 
要 忘记 p(0) # 0 的 情况 !) 

10. HS 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 入 = 3, 理赔 分 布 满足 p) = 3 和 p(2) = 4. 对 
z= 二 0,1,2,… 计算 f(x), F(x) Ml x(x). 同时 计算 (2.5). 

11. 从 (3.34) 推导 出 停止 损失 保费 的 计算 公式 ， 要 求 只 用 到 f(0), f(1),…, f(d- 1) 或 者 
F(0), F(1),.…, F(d—1). 

12. 给 出 一 个 类 似 于 (3.36) 的 公式 来 计算 E[(S 一 d)3]. 

§3.6 

1. 设 5 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 和 = 12, 理赔 分 布 是 U(0, 1). 试用 中 心 极限 定理 ， 平 移 
伽 玛 近似 法 以 及 NP 近似 法 来 计算 概率 Pr[S < 10]. 

2. 设 S 服从 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 入 = 10, 理赔 分 布 为 x? 分 布 ， 试 用 平移 伽 玛 近似 法 
来 计算 S 的 分 布 函数 ， 并 用 NP 近似 法 来 估计 使 得 Fs(s) ~ 0.95 成 立 的 分 位 数 s 以 及 概率 
Fs(E[S] + 3\/Var[S)). 

§3.7 

1. RUE, 在 (3.49) 中 , 与 和 =q 相 比 , BWA; = 一 log(1 — qi) 时 5 的 期 望 和 方差 会 更 
K. 试 在 两 种 情况 下 比较 (3.48) 中 的 Pr[1 = j) 和 (3.49) 中 的 Pr[Ni = j), j = 0,1,2,…, 以 
及 五 和 Ni 的 分 布 函数 . 

2 设 一 个 保单 组 合 包含 100 个 一 年 期 寿险 保单 ， 这 些 保单 按照 承保 额度 1 和 2 以 及 本 年 
死亡 概率 0.01 和 0.02 H. RERUM S 的 期 望 和 方差 .选取 一 个 合适 的 复合 泊 松 随机 变 
KS 去 近似 S, 并 比较 它们 的 期 望 和 方差 ， 当 用 适当 的 平移 铅 玛 分 布 对 S 和 S 作 近似 时 ， 如 何 
选取 参数 ? 

3. 通过 比较 各 自 的 矩 母 函数 来 证 明 下 面 的 关于 育 合 模型 的 表述 相互 等 价 : 

(1) 具有 参数 和 = n 和 理赔 分 布 Q(z) = 2D, Pr[X; < z] 的 复合 泊 松 分 布 . (于 是 QUO 是 
理赔 分 布 的 算术 平均 数 ， 可 以 被 解释 为 来 自 一 个 抽取 的 保单 的 理赔 分 布 ， 其 中 每 个 保单 被 抽 到 
的 概率 为 一.) 随 机 





-62- 第 3 章 ”聚合 风险 模型 


(2) 由 (3.50) 刻画 的 复合 泊 松 分 布 ， 其 中 Ai = qi. 

(3) 由 (3.49) 刻画 的 随机 变量 TD, Nibi, 其 中 Ai = qi. 

(4) 随机 变量 Zi + … 十 Zn, 其 中 每 个 Zi 服从 参数 为 1 理赔 与 bi 同 分 布 的 复合 泊 松 分 
布 . 

4. 设 一 个 保单 组 合 由 n 个 一 年 期 男性 人 寿 保险 的 保单 组 成 ， 第 i 个 保单 持 有 人 本 年 死亡 的 
概率 为 gi. 假如 该 保单 持 有 人 死亡 了 ,那么 保险 公司 必须 赔付 一 笔 抚恤 金 bs, 但 是 只 有 在 该 保单 
持 有 人 留 下 一 个 配偶 的 情况 下 赔付 才 得 以 实现 ， 保 险 商事 前 并 不 知道 每 个 保 户 有 没有 留 下 配偶 
(“不 明确 配偶 情况 "), 不 过 从 一 些 表格 中 我 们 知道 对 每 一 个 保单 来 说 这 个 概率 等 于 80%. 在 此 情 
况 下 ， 我 们 以 下 面 两 种 方式 来 用 一 个 聚合 模型 近似 这 个 个 体 模型 ， 把 第 ;保单 承保 的 金额 变 为 
0.8b;, 或 者 把 该 保单 导致 理赔 的 概率 变 为 0.8g;. 哪 种 方法 正确 ? 试 求 在 两 种 方式 下 理赔 总 额 的 
方差 . 如 果 有 一 个 可 以 从 死亡 率 表 和 包含 性 别 、 年 龄 和 风险 额 的 档案 中 计算 出 停止 损失 保费 的 
程序 供 我 们 使 用 ， 那 么 在 上 面 两 种 情况 下 如 果 进 行 计算 ? 

5. [A] 如 果 要 求 绝 对 精度 为 £, 那么 (3.56) 中 的 z 为 多 大 时 我 们 可 以 停止 连 加 ? 

6. 设 一 个 保单 组 合 由 两 类 保单 构成 , 其 中 第 i 类 含有 1000 个 保单 ， 且 每 个 保单 以 概率 0.01 


产生 额度 为 bi = i 的 理赔 ， i = 1,2. 记 有 为 第 i 类 保单 的 总 理赔 次 数 ， 则 理赔 总 额 5 可 
以 表示 为 5 = Bi + 2B2, 理赔 总 次 数 为 N = Bi + Bo. 考虑 服从 复合 二 项 分 布 的 随机 变量 
了 = 入 十 X2 十 … 二 XN, 其 中 Pr[Xi = 1) = Pr[Xi = 2) = 1/2. 试 从 最 大 值 、 期 望 值 、 方差 、 


理赔 次 数 分 布 以 及 它们 本 身 的 分 布 等 角度 比较 S ANT. 再 在 假设 Bı 和 Bz ~Poisson(10) 分 布 
下 做 这 些 比较 . 

T. 考虑 在 某 个 保单 组 合 上 的 一 个 超额 损失 再 保 . 当 理 赔 额 为 > 时 ， 再 保 商 必须 赔付 h(x) = 
(z 一 B)+. 设 理赔 过 程 为 一 个 复合 泊 松 过 程 ， 其 参数 为 10, 理赔 分 布 为 (1000, 2000) 均匀 分 布 . 
试 对 8 e [1000, 2000] 来 求 一 年 里 再 保 商 赔付 总 额 的 分 布 函数 . 

8. 设 两 个 保单 组 合 Pl 和 P2 满足 如 下 特征 ， 





P1 a ni nu 





P2 zı 2ma ja 


在 Pl 和 P2 的 个 体 风险 模型 下 求 理 赔 总 额 的 方差 的 差 . 用 文中 所 推荐 的 方法 构造 Pl 和 P2 的 
聚合 近似 ， 验 证 它们 是 否 相等 . 

9. 设 某 个 保单 组 合 包含 两 类 合同 .在 第 上 类 合同 中 (k = 1, 2) 理赔 发 生 的 概率 为 q, 保单 
数目 为 nk, 如 果 有 一 个 理赔 发 生 ， 该 理赔 等 于 z 的 概率 记 为 pk(z), 满足 : 


nk gk px(1) px(2) Px(3) 
第 1 类 1000 0.01 0.5 0 0.5 
第 2 类 2000 0.02 0.5 0.5 0 
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设 所 有 的 保单 是 相互 独立 的 ， 试 构造 一 个 聚合 模型 了 来 近似 理赔 总 额 ， 在 构造 的 时 候 应 确保 正 
理赔 次 数 的 期 望 值 和 理赔 总 额 的 期 户 值 保持 不 变 . 试 在 此 场合 下 给 出 Panjer 递 推 公式 的 一 个 最 
简单 的 形式 , 同时 给 出 一 个 初始 值 .在 了 下, 求 出 资本 金 的 一 个 近似 值 ， 使 得 它 可 以 以 95% 的 
概率 偿还 该 保单 组 合 的 所 有 理赔 ， 使 用 一 个 基于 三 个 矩 的 近似 公式 ， 并 且 与 习题 82.5 第 13 题 
的 结果 进行 比较 . 

10. 设 一 个 保单 组 合 由 n 个 合同 构成 ， 每 个 合同 产生 一 个 大 小 为 1 的 理赔 的 概率 为 9. 试 
分 别 在 个 体 模型 、 聚 合 模型 以 及 开放 聚合 模型 下 求 总 理赔 的 分 布 函数 . Yon 一 co 而 9 HE 
时 , 个 体 模型 S 是 否 收敛 于 聚合 模型 T, 或 者 换 一 句 话说 , 概率 差 Pr[(S -- E[S])/VVar[5] < z) 
一 Prl(T — B[S])//Var[S] < 1) 是 否 收敛 于 0? 
§3.8 

1. 按照 如 下 提示 的 方法 求 对 数 正 态 分 布 和 Pareto 分 布 的 期 望 和 方差 ( 见 表 A): 如 果 Y ~ 
LN(u,07), 那么 logY ~ N(y,07); 如 果 Y ~Pareto(a, zo), 那么 Y/zo ~ Pareto(a,1) H 
log(Y/zo) ~ Exp(a). 

2. 设 随机 变量 X 的 分 布 函 数 中 含有 一 个 参数 A, 如 果 随 机 变量 AX (或 者 更 一 般 地 说 对 某 
个 函数 f 随机 变量 f( 和 )X) 的 分 布 与 无关， 我 们 就 称 和 为 该 随机 变量 X 的 刻度 参数 ， 指 出 
本 章 中 哪些 分 布 参数 是 刻度 参数 .证 明 偏 度 yx 和 变异 系数 ox /Jx 都 不 依赖 于 这 类 参数 ， 并 
对 给 定 的 分 布 求 这 两 个 量 . 

3. [A] 证 明 表达 式 (3.57) 确 为 一 个 分 布 函数 ， 它 当 z = 0 时 等 于 0, 当 z 一 co 时 趋 于 1, 
且 具 有 正 的 导数 (3.58). 再 请 验证 (3.59) 是 一 个 矩 母 函 教 ， 并 证 明 关于 过 高 斯 分 布 的 那些 其 它 
陈述 . 

4. 证 明 在 (3.60) 中 的 q 上 所 加 的 条 件 足 以 保证 p(-) 是 一 个 概率 密度 函数 . 

5. 设 Z 是 如 (3.60) 所 示 的 指数 分 布 的 混合 / 组 合 ， 试 求 其 分 布 函数 Pr[2 < dj 和 停止 损 
失 保费 E[(2 一 d)+]. 再 求 给 定 Z > z 条 件 下 ， Z-z 的 条 件 分 布 . 

6. 求 指数 分 布 混合 / 组 合 的 众 数 ， 以 及 对 数 正 态 分 布 的 众 数 和 中 位 数 . 

T. [A] 求 逆 高 斯 分 布 IG(a, a) 的 众 数 ， 对 于 图 3.1 给 出 的 那些 参数 值 ， 请 使 用 你 的 计算 机 
来 求 该 分 布 的 中 位 数 . 
§3.9 

1. 设 X 服从 期 望 为 10000 和 标准 差 为 1000 的 正 态 分 布 ， 在 自 留 额 为 13000 时 求 停止 损 
失 保费 ， 设 另 有 一 个 随机 变量 Y, 其 前 两 阶 矩 与 X 的 相同 ， 但 是 偏 度 为 1. 对 Y 求 同 样 的 停止 
损失 保费 . 

2. 证 明 EI(S —d)+] = E[S] ~ d+ fọ (d — 2)dF(z) = E[S) — ffl — F(z)dz. 

3. MUR X ~ N(y,07), 证 明 [> E(X - t)+ldt = #0, 并 计算 ELX 一 入)+]. 

4 验证 (3.72). 再 验证 (3.73) 和 (3.74), 并 说 明 如 何 使 用 它们 来 近似 自 留 损失 的 方差. 

5. 设 理赔 次 数 服从 Poisson(A) 分 布 ， 理 赔 额 服从 Pareto 分 布 ， 又 设 免 赔 额 为 d. 请 给 出 
净 保 费 的 一 个 表达 式 . 

6. [a] 设 X ~ LN(y,07). At d > 0 求 停止 损失 保费 EX - d);]， 把 你 的 结果 与 
Black-Scholes 期 权 定价 公式 进行 比较 ， 并 给 出 解释 . 

7. 在 例 3.9.5 的 表格 中 ， 在 一 些 地 方 (例如 d = 0.4 处 ) 使 用 线性 插值 来 计算 停止 损失 保费 
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会 不 会 导致 计算 结果 过 高 或 者 过 低 ? 

8. 设 N 是 一 个 整 值 风险 变量 ， 满 足 E(N 一 d)+] = El(U 一 d)+), d = 0,1,2,…, 其 中 
U ~ N(0,1). 求 Pr[N = 1}. 

9. i a(t) = E[(U 一 t)+] HU ~ N(0,1) 分 布 的 停止 损失 保费 , 其 中 自 留 额 -oo <t < co. 
证 明 1 (—t) 满足 n(—t) = t+ m(+t), t > 0, 并 绘制 出 r(t) 的 草图 . 

10. 在 3.9 节 和 3.10 节 中 ， 自 留 额 被 写成 y+ ko, 即 被 表示 为 期 望 损失 与 一 些 标准 差 和 的 
形式 ， 然 而 在 保险 实务 中 ， 自 留 额 总 是 表示 为 期 望 损失 的 一 个 百分数 ， 现 在 我 们 考虑 两 个 保险 
公司 ， 对 某 种 风险 的 赔付 由 停止 损失 保险 来 计算 . 该 风险 服从 复合 泊 松 分 布 ， 参 数 为 和 i, 单个 损 
K X 服从 期 望 值 为 EX] = 1000 的 指数 分 布 ， 第 一 个 公司 小 一 些 ， 其 参数 为 和 1 = 3; 第 二 个 
公司 大 一 些 ， 其 参数 为 2 = 300. ER MM d 分 别 取 为 期 望 损失 的 80%, 100% 和 120% mt, 
两 个 公司 对 应 的 净 停 止 损失 保费 分 别 为 多 少 ? 把 这 些 金额 表示 为 期 望 损失 的 百分数 ， 并 使 用 正 
态 近似 法 . 

§3.10 

1. 证 明 (3.82) 和 (3.83), 并 验证 (3.82) 中 的 被 积 函 数 非 负 . 

2. WR W = (1 — I)u + IU, 其 中 p= E|U], I ~ Bernoulli(a), H a = Var[W]/Var{U], 
试 证 明 此 时 (3.85) 是 准确 的 . 

3. 验证 (3.88) 和 (3.89), 再 验证 (3.89) 的 最 后 一 项 的 积分 值 为 0. 

4. 设 Xi Xa 是 一 列 独立 同 分 布 的 风险 变量 ， 代 表 着 一 个 保单 组 合 在 连续 几 年 的 损失 
情况 ， 对 某 个 自 留 额 d, 我 们 可 以 每 年 用 一 个 单独 的 停止 损失 合同 来 保 这 些 风险 变量 ， 但 是 也 可 
以 对 整个 n 年 阶段 只 用 一 个 取 自 留 额 为 nd 的 合同 . RE EX -d)4) +--+ + E[(Xn 一 d)+] > 
已 (Xi+… 十 Xn 一 nd)+], 当 d > E[X:] 时 ,比较 那些 一 年 期 合同 的 净 停止 损失 保费 ELX 一 d)+] 
的 总 和 与 n 年 期 的 停止 损失 保费 EX 十 … + Xn 一 nd)+] 的 大 小 关系 . 

5. 设 Bı ~ B(4,0.05), B2 ~ B(2,0.1), S = Bı + B2 H T ~ Poisson(0.4). 分 别 对 自 留 额 
d= 3,1, 3 CAB MIAN 3.10.1, 并 对 结果 进行 讨论 

6. 试用 区 间 长 度 为 5 = 1 的 梯形 法 则 [O° f(z)dz = i DP IGS) + F((i — 1)6)] 来 推导 公 
式 (3.84). 
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§41 引 言 


本 章 我 们 再 一 次 集中 讨论 聚合 风险 模型 ， 不 过 现在 处 理 的 是 远 期 情形 . 我 们 要 
考虑 保险 人 的 资本 金 U(t) 随 着 时 间 的 积累 问题 ， 由 于 挣 得 的 保费 ， 随 机 过 程 V(t) 
随 着 时 间 连 续 增 加 ,但 是 又 由 于 对 索赔 的 赔付 ， 该 随机 过 程 会 逐 自 有 下 跳 . 当 资 
本 金 为 负 时 ， 我 们 说 破产 发 生 了 .假设 年 保费 和 索赔 过 程 不 变 ， 以 y(u) 记 破 产 概 
R. 给 定 初始 资本 金 = U(0), 破产 概率 可 以 作为 综合 保费 和 索赔 过 程 的 保险 公司 
稳健 性 的 一 个 指标 , 是 风险 管理 的 一 个 有 用 工具 . 破产 概率 高 意味 着 保险 公司 不 稳 
定 : 这 时 保险 人 必须 采取 诸如 进行 再 保 或 者 提高 保费 等 措施 , 或 者 还 可 以 设法 吸收 
一 些 额外 的 资本 金 . 

破产 概率 使 得 我 们 可 以 对 不 同 的 保单 组 合 进行 比较 ， 但 是 我 们 不 可 以 对 破产 
概率 理解 绝对 化 , 这 是 因为 实际 上 它 并 非 真 正 表示 保险 公司 将 在 近期 倒闭 的 概率 . 
首先 ， 破产 可 能 会 等 到 数 个 世纪 才 会 真正 发 生 . 其 次 ， 在 计算 破产 概率 的 时 候 ， 对 
过 程 的 一 些 潜在 干涉 (如 分 红利 或 者 对 一 些 索 赔 记 录 不 好 的 风险 变量 提高 保费 等 ) 
都 被 忽略 了 . 再 者 , 一 方面 通货 膨胀 的 影响 和 男 一 方面 资本 金 的 收益 被 假设 成 正好 
相互 抵消 了 . 破产 概率 只 考虑 到 保险 风险 ， 而 没有 考虑 到 管理 上 可 能 发 生 的 重大 失 
BR. 最后， 破产 的 状况 仅仅 是 一 个 数学 概念 而 已 ， 资本 金 过 程 变 为 -1 欧元 时 ， 保 
险 公司 实际 上 并 没有 倒闭 ， 而 资本 金 过程 变 为 +1 欧元 时 ， 保 险 公司 几乎 没有 了 偿 
付 能 力 . 

破产 概率 的 计算 是 精算 学 的 一 个 经 典 的 问题 ， 虽然 有 可 能 求 出 没有 破产 的 概 
率 1 - plu) (未 破产 概率 ) 的 矩 母 函 数 ， 但 是 破产 概率 仅仅 对 两 种 类 型 的 索赔 分 布 
才 容易 计算 出 来 . 它们 是 指数 分 布 及 其 和 、 混合 和 组 合 以 及 只 取 有 限 个 值 的 分 布 . 
不 过 对 其 它 一 些 分 布 来 说 ， 通 常 我 们 可 以 建立 起 一 个 优雅 的 并 且 足 够 精确 的 上 界 
估计 plu) < WR. 该 表达 式 中 的 实数 R 被 称 为 调节 系数 . 这 个 所 谓 的 Lundberg 
LR 常常 被 用 来 代 痊 真正 的 破产 概率 值 ， R 越 大 ,破产 概率 的 上 界 就 越 小 ， 从 而 
形势 就 越 安全 .调节 系数 R 可 以 通过 求解 一 个 方程 来 得 到 ， 该 方程 包含 理赔 的 矩 
母 函 数 和 期 望 值 以 及 保费 和 理赔 期 望 的 比值 . 

对 保 率 和 理赔 次 数 的 期 望 值 都 乘 以 同一 个 因子 不 会 导致 最 终 破 产 的 概率 有 任 
何 变化 : 让 时 钟 走 得 更 快 一 些 不 会 带 来 影响 . 人 们 已 经 尝试 把 破产 概率 换 成 一 个 更 
“实际 的 " 其 ， 例 如 有 限 时 间 破 产 概率 ， 即 破产 发 生 在 时 刻 to 之 前 的 概率 ， 但 是 
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这 个 基 表 现 得 多 少 有 些 无 序 ( 即 在 有 些 时 刻 有 限时 间 破 产 概 率 未 必 按 照 理赔 额 的 排 
序 而 递增 ), 并 且 引出 一 个 新 的 问题 ， 即 如 何 选取 时 间 区 间 长 度 的 问题 . 如 果 我 们 只 
考虑 在 离散 时 间 点 0,1,2,… 处 的 资金 情况 (例如 保险 人 记录 下 经 营 情况 并 合 上 账 
本 的 那些 时 刻 ), 那么 另 一 个 风险 模型 便 产 生 了 . 我 们 将 在 这 个 离散 时 间 模型 之 中 
推导 一 些 结果 . 

首先 , 我 们 将 用 泊 松 过 程 来 刻画 索赔 次 数 随 着 时 间 的 增长 情况 . 泊 松 过 程 的 一 
个 典型 特征 是 它 的 无 记忆 性 : 下 一 时 段 发 生 索 赔 与 否 独立 于 该 过 程 的 历史 情况 . 假 
设 过 程 无 记忆 性 的 一 个 优点 是 数学 处 理 上 很 简单 ; 缺点 是 这 常常 是 不 现实 的 . 到 达 
过 程 为 泊 松 过 程 的 理赔 总 额 构成 一 个 复合 泊 松 过 程 . 

在 本 章 的 第 二 部 分 ， 我 们 将 通过 研究 最 大 累积 损失 来 推导 未 破产 概率 的 矩 母 
函数 ， 这 里 所 说 的 最 大 累积 损失 是 指 到 任何 一 个 时 刻 为 止 所 挣 得 的 保费 和 总 赔付 
的 差 的 最 大 值 . 在 理赔 服从 指数 分 布 的 几 个 变形 时 ,我 们 将 利用 这 个 矩 母 函 孝 来 求 
破产 概率 的 值 ， 接 下 来 ， 我 们 还 考虑 破产 概率 的 一 些 近似 . 


§42 风险 过 程 


一 个 随机 过 程 是 由 一 些 相关 的 下 标 为 t 的 随机 变量 组 成 ， 我 们 定义 显 余 过 程 
或 者 风险 过 程 如 下 : 


U(t)=u+ct- S(t), t>0, (4.1) 
其 中 
U(t) = 保险 人 在 时 刻 t 的 资本 金 ， 
u = U(0) = 初始 资本 金 ， 
< = 单位 时 间 的 (常数 ) 保费 收入 ， 
S(t) = X1+ X2 +-+ Xna) 
并 且 


N(t) = 到 时 刻 t 为 止 的 理赔 次 数 ， 
Xi = 第 i 个 理赔 的 额度 ( 设 为 非 负 ). 


图 4.1 绘制 了 这 个 风险 过 程 典型 的 一 个 实现 ， 随 机 变量 T, To, 表示 每 个 理赔 发 
生 的 时 刻 ， 在 没有 理赔 发 生 的 时 候 该 过 程 图 形 的 斜率 是 c; 但 是 在 第 ; 个 理赔 发 生 
的 时 刻 t= T; 资本 金 就 会 有 一 个 减少 ， 对 应 图 形 下 降 的 高 度 为 第 j 个 理赔 额 X;. 
既然 图 4.1 中 在 时 刻 Ts 所 有 的 理赔 总 额 X + Xo + Xa + X4 大 于 初始 资本 金 w 与 
所 挣 得 的 保费 Ta 的 和 ， 剩余 的 资本 金 [(T4) 就 小 于 0. 我 们 称 过 程 的 这 个 状态 为 
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破产 , 并 且 记 这 种 状态 第 一 次 发 生 的 时 刻 为 了 . FÆ, 


T = min{t|t > 0, U(t) < 0} 
= co， ”如 果 对 所 有 的 + 有 U(t) > 0. (4.2) 


™ -s Tn T=T Ts 


图 4.1 风险 过 程 U(t) 的 一 个 实现 形式 


随机 变 基 T 是 有 亏 重 的 , 这 是 由 于 事件 了 = co 有 一 个 正 概率 .破产 事件 最 终 
发 生 的 概率 (也 即 7 取 有 限 值 的 概率 ) 即 为 破产 概率 ， 该 概率 可 表示 如 下 ， 


y(u) = Pr{T < oo]. (4.3) 


在 研究 理赔 额 过 程 S(t)( 即 到 时 刻 t 为 止 的 总 理赔 额 ) 之 前 ， 我 们 先 来 看 一 看 到 时 
A t 为 止 的 理赔 次 数 过程 N(). 我 们 将 假设 N(t) 为 一 个 所 谓 的 泊 松 过 程 . 
定义 4.2.1( 泊 松 过 程 ) AE NG) 称 为 是 一 个 ， 如 果 对 某 个 强度 A > 0, 该 过 
程 的 增 其 满 足 如 下 性 质 ， 对 所 有 的 t > 0, h > 0 以 及 每 一 个 历史 记录 N(s), s < 
有 泊 松 过 程 
N(t +h) — N(t) ~ Poisson(Ah). (4.4) 


v 
泊 松 过 程 满足 如 下 的 性 质 : 
o WEE 独立 的 : 如 果 时 间 区 间 (ti,ti + hi), i = 1,2,…, 互 不 相交 ， 那 么 增 量 
NN(ti 十 hi) — N(ti) 相互 独立 ; 
o HEE 平稳 的 : 对 每 一 个 t, HE N(t+h) — N(t) 服从 Poisson(Ah) 分 布 . 
除了 理赔 数 的 这 个 全 局 性 的 定义 , 我们 还 可 以 考虑 无 穷 小 增 量 Nt+dt) 一 Nb)， 
这 里 的 无 穷 小 “ 数 " dt 仍然 是 正 的 ， 但 是 比 任何 一 个 大 于 0 的 数 都 小 .对 于 泊 松 过 
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程 ， 我 们 有 


Pr[N(t + dt) — N(t) = 1|N(s),0<s<t] =e7*Adt = Mt, 
Pr[N (t + dt) — N (t) = O|N(s),0<s<t]=e%* = 1 — àdt, (4.5) 
Pr[N(t + dt) — N (t) > 2|N(s),0<s < t) = 0. 


事实 上 , 这 些 等 式 并 非 真正 是 等 式 : 只 有 当 那 些 具 有 数量 级 (dt)? 的 项 被 忽略 之 后 ， 
EMAAR. 
第 三 种 定义 该 过 程 的 方式 是 考虑 等 待 时 间 


W=T, Wjy=Tj)-Tj-1, j=2,3,.…. (4.6) 


由 于 泊 松 过 程 是 无 记忆 的 ， 这 些 等 待 时 间 是 一 些 服从 Exp(A) 分 布 的 随机 变量 ， 并 
且 它 们 也 独立 于 过 程 的 历史 记录 .我 们 可 以 作 如 下 说 明 ， 如 果 历 史记 录 H 表示 过 
ER t 为止 满足 性 质 Ti = 的 任何 一 个 实现 ， 那 么 


PrlWi > A|H] = Pr{N(t + h) — N(t) = 0|H] =e”. (4.7) 


如 果 N( 是 一 个 泊 松 过 程 ， 那么 S(t) 是 一 个 复合 泊 松 过 程 ; 对 一 个 固定 的 t= to, 
累计 理赔 额 S(to) 服从 一 个 参数 为 Xto 的 复合 泊 松 分 布 . 
一 些 其 它 的 记号 ， 我 们 记 一 次 理赔 的 分 布 函 数 和 甜 分 别 为 


P(z) =Pr[X: <2}; wy = EIXi], 1,7 =1,2,---, (4.8) 


定义 负荷 保费 因子 或 者 安全 系数 9 为 c= (140), FE 
C 


0= -一 一 1. 4.9 
wn (4.9) 


84.3 指数 型 上 界 


本 节 先 给 出 F. Lundberg 指数 上 界 的 一 个 简洁 优雅 的 证 明 ， 然后 推导 出 一 些 
更 精确 的 结果 .首先 引出 下 面 调节 系数 的 概念 . 
定义 4.3.1( 调 节 系 数 ) ” 设 理赔 X > 0 满足 ELX] = m > 0. 我 们 称 关于 7 的 
方程 
1+(1+0)mr = mx(r) (4.10) 
的 正 数 解 已 为 XX 的 调节 系数 ( 见 图 4.2). v 


一 般 地 说 ， 调 节 系 数 方程 (4.10) 有 一 个 正 数 解 : mx(t) 是 严格 凸 的 (因为 
mix (t) = E|Xe*] > 0), my(0) < (1 +0)m, 并 且 几乎 无 一 例外 地 有 m x(t) 连续 趋 


§ 4.3 指数 型 上 界 +: 





1+(1+0)pr 





图 4.2 (4.10) 确定 的 调节 系数 R 


近 于 oo. 注意 到 当 9 | 0 时 RR 的 极限 为 0, 而 当 9 T co 时 REEF mx(r) 的 渐 近 
线 或 oo. 

注 4.3.2( 关 于 调节 系数 的 等 价 方程 ) ”调节 系数 也 可 以 被 看 作 如 下 任何 一 个 等 
价 方程 的 正 数 解 (见习 题 84.3 第 1 题 ): 


A+cR=dmx(R), 
fe (14 6))[1 — P(z)ldz =0, (4.11) 


Re — Efes] 或 mo-s(-R)=1 或 c= $ logms(R), 


这 里 5 表示 在 长 度 为 1 的 时 间 区 间 上 的 理赔 总 额 (从 而 c- S 表示 在 该 区 间 上 的 收 
益 ). 注意 到 5 服从 一 个 参数 为 入 的 复合 泊 松 分 布 , 从 而 ms(r) = exp{A(mx(r)-1)}. 
从 最 后 一 个 方程 我 们 可 以 看 出 ， 在 指数 效用 函数 (这 导致 了 年 保费 c, 参看 (1.20)) 
的 情况 下 ,调节 系数 RR 对 应 于 风险 厌恶 系数 a. (4.11) 的 第 二 个 方程 可 以 由 分 部 积 
分 证 得 ， 此 时 R=0 不 再 是 一 个 根 .其 它 方程 仍然 容许 R= 0 这 个 根 . v 

例 4.3.3( 指 数 分 布 场合 下 的 调节 系数 ) BX 服从 一 个 参数 为 8 = 1/ 的 指 
数 分 布 ， 则 对 应 的 调节 系数 是 如 下 方程 的 正 数 解 ， 


B 


1+(1+0)pr = mx(r) = for 





(4.12) 


该 方程 有 一 个 平凡 解 为 > = 0 AE 


apo 
taksii :> (4.13) 


可 见 ， 这 种 情况 下 调节 系数 有 一 个 清晰 的 表达 式 . v 
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对 大 多 数 的 分 布 来 说 , 调节 系数 是 没有 清晰 表达 式 的 . 为 了 有 助 于 使 用 电子 软 
件 或 计算 程序 求解 方程 (4.10), 我 们 可 以 利用 事实 RE [0,29p1/p2] (见习 题 84.3 第 
2 题 ). 

在 下 面 的 定理 中 , 我 们 来 证 明 破 产 概率 中 著名 的 F. Lundberg 型 指数 不 等 式 . 
令 人 惊讶 的 是 这 里 的 证 明 使 用 的 仅仅 是 数学 归纳 法 . 

定理 4.3.4( 破 产 概率 的 Lundberg 型 指数 界 ) ” 设 在 一 个 复合 泊 松 风险 过 程 中 ， 
初始 资本 金 为 w 单位 时 间 的 保费 为 <, 理赔 分 布 及 其 矩 母 函数 分 别 为 P() 和 mx(t)， 
并 且 调 节 系 数 RWE (410), 我 们 有 如 下 关于 破产 概率 的 不 等 式 ， 


Vu) < eR, (4.14) 


TR i vlu) 为 破产 发 生 在 第 k 个 理赔 来 到 的 时 刻 或 之 前 的 概率 ， 其 中 
一 00 < u < 00, k =0,1,2,---. 既然 对 所 有 的 u, 当 上 大 一 00 时 有 pelu) 的 极限 等 于 
V(u), 我 们 只 需要 证 明 we(u) < e7 对 每 一 个 上 成 立即 可 ,在 k= 0 时 ， 由 于 当 
u<O8t, A yolu) =1; 而 当 w>0 时 ， 有 wo(u) =0, 所 证 的 不 等 式 自然 成 立 . 设 
第 一 个 理赔 发 生 在 时 刻 + 该 事件 的 “概率 ”为 edt. 再 设 该 理赔 的 大 小 为 z, 对 
应 的 概率 为 4P(z). 于 是 在 这 个 时 刻 的 资本 金 为 u+ ct 一 zx. KF z 和 t 积分 得 到 


elu) = J p Ue-a(u + ct — 2)dP(2)de~ dt. (4.15) 


BATE, BAWABA Mt k-1 成立， 即 对 所 有 的 4 有 -1(w) < eo 局. 于 是 由 
(4.15) 我 们 得 到 


a Ee 
Yr(u) < jA f exp{—R(u + ct — x)}dP(x)Ae~**dt 
= e-Ru [7 _ Rs 
=e f Aexp{ (a4 no | edPlz) 
=e mx (A) = eP“, (4.16) 
其 中 最 后 一 步 用 到 了 (4.11). Vv 
注 4.3.5( 调 节 系 数 的 解释 ， 黄 ) ”调节 系数 RE Ele TO] 的 值 关于 上 不 
Æ. 换 一 名 话说 ，e-RV(9 是 一 个 凌 : 它 可 以 解释 为 在 一 系列 公平 游戏 规则 下 一 个 
赌 徒 的 财富 . 我 们 说 明 如 下 : BER U(t) = ut ct — S(t) E S(t) RAB BOW At 的 复 
合 泊 松 分 布 ， 我 们 再 一 次 使 用 (4.11) 得 到 
Ele-PUO}] = Ele-R{utet-s())] 
= e Ru[e-Reexp{Mmx(R) — 1)}]* 
= eu, (4.17) 


§44 破产 概率 和 指数 型 理赔 “71: 


注意 到 如 果 把 已 换 为 任何 一 个 其 它 的 常数 ， 那 么 在 (4.17) 的 方 括号 里 的 表达 式 就 
不 等 于 1 了 ， 所 以 实际 上 调节 系数 R 是 使 得 e FU 成 为 默 的 唯一 常数 . v 


84.4 破产 概率 和 指数 型 理赔 


本 节 给 出 破产 概率 一 个 表达 式 ， 该 表达 式 涉及 到 U(T)( 即 破产 时 刻 的 资本 金 ) 
在 给 定 “ 破 产 发 生 在 有 限时 间 ”条 件 下 的 矩 母 函 数 , 该 表达 式 使 得 我 们 可 以 在 指数 
型 理赔 下 给 出 破产 概率 的 一 个 准确 表达 式 . 
定理 4.4.1( 破 产 概率 ) ” 设 初始 资本 金 u > 0, 则 破产 概率 满足 
e-Ru 
证 明 MS R>OMt>0, RNA 
Efe~FU) = Bfe~PUOIT < t] Pr[T < t] 
+E[e YOT > t) Pr[T > t). (4.19) 
由 注 4.3.5 我 们 知道 上 式 左边 等 于 eRe, 关于 (4.19) 的 第 一 个 条 件 期 望 ， 由 于 对 任 
fT v € [0,t] Æ U(t) = U(w) + elt — v) — [S(t) — S(v)] ( 见 (4.17)), 我 们 得 到 


Ele- RUIT = v] = Blew UU) +e(t-¥)-1S(@)—S(o}1T=0] 


vlu) (4.18) 


= BlePY 7 = ve- Rett») FfeR{S()-S)} 17 =] 
= Ele WIT = v) {eP exp[A(mx(R) - 1} 
= Eje YOT =v]. (4.20) 
发 生 在 "和 上 t 之 间 的 理赔 总 额 S(t) — S(v) 还 是 服从 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 因为 风险 
过 程 在 v 之 后 的 情况 独立 于 在 v 之 前 的 情况 , 所 以 U(u) 和 S(t) - S(v) 相互 独立 . 
花 括 弧 里 的 那 一 项 等 于 1. 等 式 (4.20) 对 所 有 的 vst 成 立 ， 所 以 EleRVO|T <4] 
= Efe FUDIT < t) 也 成 立 . 
因为 当 t 一 co Bt, Æ Pr[T < t] t Pr[T < oo], 所 以 只 需要 证 明 当 上 一 co 时 
(4.19) 的 最 后 一 项 趋 于 0 即 可 .为 此 ， 我 们 按照 U(t) 的 大 小 把 事件 “T > t 分 割 
F. 具体 地 ， 对 某 个 函数 uolt), 考虑 U(t) < uolt) 和 U(t) > uo(t) 两 种 情况 .注意 
到 了 > 上 意味 着 保险 公司 在 时 刻 t 没有 破产 ， 即 U(t) > 0, 所 以 e RYO < 1. 于 是 
已 [e-RCGOI7 > t] Pr[T > t] 
= Ele OT > t, 0 < U(t) < uo(t)] Pr[T >t, 0 < U(t) < uo(t)] 
+Ele- ROT >t, U(t) > uo(t)] Pr[T >t, 0 < U(t) > uo(t)] 
< Pr[U(t) < uo(t)] + Elexp(—Ruo(t))]. (4.21) 
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当 u(t) co 时 ， 上 式 第 二 项 趋 于 0. 至 于 第 一 项 ,注意 到 U(t) 的 期 望 值 为 ut) = 
ut ct — Atm, AHHH 07(t) = Atu. 利用 Chebyshev 不 等 式 ， 我 们 只 需要 选择 
一 个 函数 uolt) 使 得 (u(t) — uo(t))/o(t) 一 oo 成 立即 可 . 这 是 完全 可 能 的 ， 例 如 取 
u(t) = #2/3. y 

推论 4.4.2( 定 理 4.4.1 的 一 些 推论 ) 1. 如果 9 4 0, 那么 图 4.2 中 的 斜 线 趋 于 
一 条 切线 ， 并 且 由 于 定理 4.4.1, y(u) 一 1; 如 果 9 < 0 那么 破产 概率 等 于 1 (见习 题 
834.4 第 1 题 ). 

2. MRT < co, 那么 U(T) < 0. 从 而 (4.18) 的 分 母 大 于 或 者 等 于 1, 所 以 
w(u) < eR; 这 又 提供 了 定理 4.3.4 的 另 一 个 证 明 方法 . 

3. 如 果 理 赔 额 不 超过 b, 那么 U(T) > —b, 由 此 可 以 得 到 破产 概率 的 一 个 指数 
型 下 界 : Yu) > eR), 

4. 当心 一 oo 时 ， 颇 为 可 信 地 ， (4.18) 的 分 母 有 一 个 有 限 的 极限 ， 我 们 设 此 极 
限 为 c. 于 是 当然 有 c > 1. 这 得 到 了 如 下 的 关于 破产 概率 Vl) 的 渐 近 逼近 公式 ， 当 
u 取 大 值 时 ， 有 y(u) = te“, 

5. WR R > 0, 那么 对 任何 的 u>0 有 1-w(u) > 0. 反之 ， 如 果 对 某 uo > 0 
有 1 一 (wo) =0, HA R=0 R3} — H u > 0# 1- ylu) = 0 Mu. v 

例 4.4.3( 破 产 概率 的 表达 式 ， 指 数 型 理赔 ) ”由 (4.18), 当 理赔 额 服从 Exp(D) 
分 布 时 ， 我 们 可 以 推导 出 破产 概率 的 一 个 准确 表达 式 . 为 此 ， 设 破产 发 生 在 有 限时 
AT =t, AR MARA RS UT - 0) 等 于 v. 于 是 ， 对 每 个 w 上 Aly, 如 果 
H ARM UT 一 0) =v 和 了 =t 的 任何 一 个 历史 记录 ， 我 们 有 
e-Alvty) 

e~p» 
BR, BRA Si -U(T) 也 服从 一 个 Exp(6) 分 布 ， 所 以 (4.18) 的 分 母 等 于 
8/(8— R). H B= 1/m A R= 08/(1 +0) ( 见 (4.13)) 知 B/(8 一 R)=1+9, 当 理赔 
服从 Exp(B) 分 布 时 ， 我 们 有 如 下 的 关于 破产 概率 的 准确 表达 式 ， 


blu) = Lew _ Bu ae __0 u 
= Ire P It0) Tiro P \ tom 





Pr|-U (T) > y|H] = Pr[X > v +y|X >v] = =e”, (4.22) 





= y(0)e7 P". (4.23) 
注意 到 此 时 除了 常数 1/(1 + 9) 外 ， Lundberg 指数 上 界 归结 为 现在 的 一 个 等 式 . 
在 此 情形 下 (4.18) 的 分 母 不 依赖 于 u. 不 过 在 一 般 情况 下 它 会 依赖 于 u. v 


84.5 离散 时 间 模 型 


在 离散 时 间 模 型 中 ， 我 们 要 考虑 比 上 一 节 的 复合 泊 松 过 程 更 一 般 的 风险 过 程 
Ul), 不 过 现在 的 过 程 只 在 时 刻 0,1,2,… 处 取 值 . 我们 用 U 来 取代 U(n), n = 


546 再 保 与 破产 概率 “73. 





0,1,…. 记 Gn 为 从 n 一 1 到 nn 的 时 间 眉 的 收益 ， 所 以 
ny =UtGi+G24--+Gn, n=0,1, (4.24) 


接 下 来 ， 我 们 将 要 讨论 对 应 于 UY) 是 一 个 复合 泊 松 过 程 时 的 情况 ， 但 是 现在 我 
们 只 假设 收益 G1, G2,… 是 独立 同 分 布 的 , 满足 Pr[G。 < 0] > 0 和 E[Gn] =p > 0. 
我 们 定义 破产 时 间 T, 破产 概率 Plu) 和 调节 系数 R > 0 的 离散 版 本 分 别 为 


TF=min{n:U, <0}; lu) = Pr[Ť <o]; mo(-R) =1. (4.25) 


最 后 的 这 个 方程 具有 唯一 解 ， 理 由 如 下 : 由 于 E[G] > 0 和 PrlG < 0] > 0, RNA 
me(0) > 0 H% r 一 oo 时 mc(-r) 一 oo, 然而 m&(-r) = E[G?e-6"] > 0, 所 以 
mel) 是 一 个 下 凸 函数 

例 4.5.1( 服 从 复合 泊 松 分 布 的 年 理赔 额 ) ”在 U(t) 是 复合 泊 松 过 程 这 个 特殊 
场合 下 ， 我 们 有 Gr =c- Zn, 其 中 Zn 表示 在 第 n 年 的 理赔 总 额 服从 复合 泊 松 
分 布 ， 由 (4.11) 我 们 知 R 满足 方程 me-z(-R) = 1. 于 是 R= 及. v 

例 4.5.2( 服 从 正 态 分 布 的 年 理赔 额 ) 如果 Gn ~ N(u,07), 其 中 > 0, 那么 
Ř = 24/0? 可 以 通过 求解 如 下 方程 得 到 


log(mc(-r)) = 0 = ~ur + jor. (4.26) 


结合 这 个 结果 与 上 面 一 个 例子 , 我 们 作 如 下 观察 : 如 果 我 们 考虑 的 复合 泊 松 过 程 具 

有 一 个 大 的 泊 松 参数 ， 即 在 时 刻 0,1,2,… 之 间 有 许多 理赔 发 生 ， 那 么 Sn 将 近似 

服从 一 个 正 态 分 布 。 从 而 两 个 调节 系数 之 间 的 差别 就 会 很 小 , 即 有 Ra 2p/o?. 另 

一 方面 ， 如 果 我 们 在 习题 84.3 第 2 题 中 取 /= c- Ma = OA 和 o? = Aun, 那么 

可 以 看 出 2p/o? 是 已 的 一 个 上 界 . v 
类 似 于 定理 4.4.1, 我 们 可 以 证 明 如 下 的 等 式 ， 


> -Bu 


B(u) = ee (4.27) 
所 以 ， 在 离散 时 间 模型 下 ， 我 们 也 可 以 得 到 破产 概率 的 一 个 指数 型 上 界 
Blu) < eRe. (4.28) 


$4.6 再 保 与 破产 概率 


在 我 们 假定 的 经 济 环境 中 ， 再 保 合同 必须 用 期 望 效用 进行 比较 . 不 过 在 实际 
中 这 个 方法 是 不 可 用 的 . 另 一 个 办 法 是 对 再 保 之 后 的 破产 概率 进行 比较 , 这 也 是 十 
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分 困难 的 . 所 以 我 们 将 集中 讨论 调节 系数 ,并 尝试 通过 再 保 来 得 到 一 个 更 有 利 的 调 
节 系数 ， 这 实际 上 就 是 我 们 取 调 节 系 数 这 个 名 字 的 真正 原因 . 

在 再 保 时 我 们 把 一 部 分 期 望 收 益 转 交 给 再 保 商 ， 以 换 回 在 风险 环境 下 更 稳定 
的 形势 . 这 两 个 互相 冲突 着 的 准则 不 可 能 同时 得 到 最 优化 . 在 统计 学 中 也 会 有 类 似 
的 问题 ; 我 们 常 要 在 检验 的 功效 和 样本 容量 之 间 找 出 一 个 折 记 办 法 . 在 现在 的 情况 
下 我 们 可 以 借鉴 统计 学 里 面 的 手法 , 即 最 大 化 一 个 准则 而 限制 另 一 个 准则 . 例如 ， 
我 们 可 以 在 调节 系数 RAPED Ro 的 限制 条 件 下 最 大 化 期 望 收益 . 

我 们 将 考虑 两 种 情形 . 首先 ,我们 使 用 离散 时 间 破 产 模型 ， 剔 除 一 年 理赔 总 额 
的 再 保 份额 ， 再 检查 离散 调节 系数 A. 在 连续 时 间 模 型 下 ， 我 们 要 在 两 种 形式 的 再 
保 ( 即 比 例 再 保险 和 对 每 个 理赔 赋 子 一 个 自 留 额 的 超额 损失 再 保险 ) 下 比较 R. 

例 4.6.1( 离 散 化 的 复合 泊 松 理赔 过 程 ) 再 一 次 考虑 例 3.5.4 中 的 复合 泊 松 分 
布 ， 其 中 入 = 1, p(1) = p(2) = 3. 如 果 相 对 安全 附加 系数 为 9 = 0.2 ( 即 年 保费 
c= 1.8), 求 一 年 的 理赔 总 额 5 的 离散 调节 系数 R. 

调节 系数 R 的 计算 如 下 ， 


A+er=Amx(r)  141.8r= set gem => Rxo.211. (4.29) 


现在 我 们 假设 剔除 一 个 取 自 留 额 4 = 3 的 停止 损失 再 保险 ， 在 再 保 中 对 于 一 个 理 
WEY, 再 保 商 索要 的 保费 是 (1 + E)E], 其 中 上 = 0.8. 如 果 d = 3, 再 保费 相当 于 
(1+ )E((S 一 d)+] = 1.8r(3) = 0.362. 为 了 求 调节 系数 ， 我 们 来 计算 一 年 总 收益 Gi 
的 分 布 函数 ， 该 总 收益 Gi 由 保费 收入 减 去 再 保费 以 及 自 留 损失 构成 ， 因 此 ， 
1.8—0.362—5;, 如 果 S; = 0,1,2,3; 
aS { 1.8 一 0.362 一 3， 如果 S; > 3. (es) 
对 应 的 离散 调节 系数 R 由 求解 方程 (4.25) 来 得 出 ， 值 近似 为 0.199. 
由 于 再 保 , 我 们 的 期 望 年 收益 减少 了 . 它 等 于 我 们 最 初 的 期 望 收益 减 去 再 保 商 
的 收益 . 例如 ， 当 d = 3 时 ， 它 等 于 1.8 -~ 1.5- 6x(3) = 0.139. FRA HRA HA 
额 d 对 应 的 一 些 结果 : 
ELLEI R 期 望 收 益 

3 0.199 0.139 

4 0.236 0.234 

5 0.230 0.273 

oo 0.211 0.300 





可 见 4 = 3 这 个 决定 是 不 合理 的 。 d = 4, d = 5 或 者 d= co ( 即 没有 了 再 保 ) 的 决 
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定 更 好 一 些 , 因为 它们 不 但 可 以 产生 更 高 的 期 望 收益 , 而 且 在 调节 系数 更 大 的 意义 
下 还 可 以 带 来 更 稳定 的 形势 . v 
例 4.6.2( 再 保 ， 个 体 理赔 ) ”再 保 也 可 以 影响 到 每 个 个 体 理赔 ， 而 不 仅仅 是 影 
响 一 个 阶段 的 理赔 总 额 . 设 当 理赔 额 为 zx 时 再 保 商 的 赔付 额 等 于 h(z). RAS, A 
留 损失 等 于 z — h(x). 我 们 考虑 两 个 特例 ， 
h(z)=ar, 0<a<l, 比例 再 保险 
h(z) = (z 一 8B)+，0< 6, 超额 损失 再 保险 


显然 ， 比 例 再 保险 也 可 以 被 看 作 是 对 总 理赔 的 一 个 再 保 ， 我 们 将 考查 通常 的 调节 
系数 Ra, 即 方程 


(4.31) 


A+(c—en)r =A f erE-h(z)ldP(z) (4.32) 
0 


的 根 ， 其 中 ch 表示 再 保费 . 再 保 商 在 净 保 费 上 使 用 一 个 相对 安全 附加 系数 €. 设 
和 =1, 对 z=1 和 z=2 有 p(z) =}. 再 令 c=2 (所 以 9 = 1), 我 们 考虑 两 个 值 
=; Mi=}. 
对 于 比例 再 保 A(x) = az, 保费 等 于 


cn = (1+€)AEIh(X)] = (1+ 3a, (4.33) 
HF z- h(x) = (1 一 a)z, 故 (4.32) 给 出 方程 
1+ [2 -(1 +930] r= pera) + zeo. (4.34) 
X E= 5, RATA cn = 20 A Ry = 98; ME = 2, A cn = 21a. 


接 下 来 ,我 们 再 考虑 超额 损失 再 保险 h(z) = (1-8), 其 中 0 < B 2 再 保费 
等 于 


on = (1+8)A] 3400) + zo) 
= 30890-A) +2- A), (4.35) 
而 = 一 A(z) = min{z, 8}, 故 Ra 是 方程 
14 (2-50-4010 A). + Hal) 
= Fleet + emintaadry (4.36) 


的 一 个 根 . 在 下 表 中 我 们 给 出 对 应 于 不 同 的 6 值 的 Ry 的 一 些 结果 ， 并 与 比例 再 保 
险 下 同样 的 结果 进行 比较 ， 其 中 再 保 商 的 期 望 赔付 是 相同 的 ， $a = 11-8), + 
去 2 一 DB)+. 
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HF E= 所 再 保 商 和 保险 人 的 相对 安全 附加 系数 相等 ， 并 且 我 们 办 理 的 再 保 
越 多 ,调节 系数 就 越 大 如果 再 保 商 的 安全 系数 等 于 3, 那么 对 a > p 自 留 损失 的 
期 望 ME[X — h(X)] = 31 — oa) 不 再 小 于 剩余 自 留 保费 c 一 ch = 2-210. 因而 ， 作 
为 结果 的 自 留 安全 系数 不 是 正 数 ， 而 且 最 终 破产 是 必然 的 . 在 <i 时 的 超额 损 
失 再 保险 之 中 同样 的 现象 也 会 发 生 ， 在 下 表 中 这 种 情形 被 标 以 * 号 . 





B 2.0 1.4 0.9 0.6 0.3 0.15 0.0 

a 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 0.9 1.0 

= 3 XL .326 .443 -612 .918 1.84 3.67 oo 
Prop. .326 .407 .542 .813 1.63 3.25 oo 

g= 2 XL .326 .426 .541 -667 425 * * 
Prop. .326 .390 .482 .602 .382 * * 





由 此 表 可 见 超额 损失 再 保险 (XL) 的 调节 系数 至 少 与 具有 同样 的 期 望 赔付 的 比 
例 再 保险 (Prop.) 的 调节 系数 一 样 大 .这 不 是 巧合 ， 由 风险 排序 的 理论 可 以 证 明 ， 
在 具有 同样 期 望 赔付 的 所 有 再 保 合同 中 ， XL 再 保险 可 以 得 到 最 好 的 R- 值 和 最 小 
的 破产 概率 ( 见 例 10.4.4). v 


§4.7 Beekman 卷 积 公式 


本 节 我 们 将 证 明 未 破产 概率 可 以 表示 为 一 个 复合 几何 分 布 函数 ， 为 此 ， 考 虑 
ARAMA, 即 到 时 刻 t 为 止 的 理赔 总 额 和 收取 的 保费 的 差 的 最 大 值 : 


L=max{S(t) — ctlt > 0}. (4.37) 


因为 5(0) = 0, HL L > 0. 事件 上 > u 发 生 当 上 且 仅 当 存在 一 个 有 限时 刻 t 使 得 
U(t) < 0. 换 一 句 话说 ,不等式 L > u 和 T < oo 是 等 价 的 ， 从 而 


y(u) =1 — Fy(u). (4.38) 


接 下 来 ， 我 们 考虑 盈余 过 程 创新 下 纪录 的 时 刻 ， 下 纪录 只 能 发 生 在 赔付 时 刻 ， 我 
们 用 随机 变量 Lij = 1,2,… 来 表示 第 j 个 下 纪录 比 第 j - 1 的 下 纪录 小 的 额度 . 
图 4.3 中 共 标 出 三 个 下 纪录 ， 并 假设 在 没有 画 出 的 时 间 段 上 过 程 向 oo 漂流 . 设 M 
是 新 纪录 的 随机 个 数 . 我 们 有 


L= L+ L2+---+ Lm- (4.39) 
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Tt fT, T, TT Ts 
图 43 L, Li, Lo, ++ 


由 于 泊 松 过 程 是 无 记忆 的 ， 所 以 每 一 个 指定 的 下 纪录 是 最 后 一 个 纪录 的 概率 是 相 
同 的 . FE, M 服从 一 个 几何 分 布 。 由 于 同样 的 原因 ， Li L2,… 是 独立 同 分 布 
的 , M 的 参数 值 ( 即 前 一 个 下 纪录 是 最 后 一 个 的 概率 ) 等 于 过 程 从 0 点 出 发 而 没有 
破产 的 概率 ， 于 是 该 参数 为 1 - %(0). 

所 以 工 服从 一 个 复合 几何 分 布 ,几何 参数 为 1 一 (0), 且 给 定 事件 “M > 1” 下 
Ly 的 条 件 分 布 满足 如 下 定理 . 

定理 4.7.1( 在 破产 时 刻 资本 金 的 分 布 ) ”如 果 初 始 资本 金 等 于 0, 那么 对 所 有 
Wy >0 RNA 


PrU(T) € (-y- dy,-»), T < o0] = Af ~ PUy)lay. (4.40) 


证 明 ”在 复合 泊 松 过 程 下 , 在 时 间 区 间 (t,t + dt) 有 一 个 理赔 发 生 的 概率 等 于 
Adt, 该 概率 独立 于 t 以 及 过 程 直至 该 时 刻 的 历史 ， 所 以 在 0 和 dt 之 间 要 么 没有 理 
赔 发 生 (概率 为 1 - Xdt) ARMM u 增加 到 u+ cdt, 要 么 有 一 个 大 小 为 XX 的 
HERE. 后 一 种 情况 包含 两 种 可 能 ， 如 果 该 理赔 额 小 于 u 那么 过 程 将 以 资本 人 金 
utedt—X 继续 下 去 ， 否则 破产 就 会 发 生 ， 不 过 只 有 当 X > uty 时 破产 的 严重 
程度 会 大 于 y. 定义 


Glu,y) = Pr[U(T) € (-oo -y), T < 00|U(0) = u), (4.41) 
我 们 有 
G(u,y) = (1 — Adt)G(u + edt, y) 
+Adt { í G(u—2,y)dP(z) + [ i aP(a)} : (4.42) 


记 G' ABM GRF u 的 偏 导数 ， 那 么 


Gu + edt, y) = G(u, y) + edt G' (u, y). (4.43) 
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把 (4.43) 代入 (4.42), 从 两 边 消 掉 G(u,y), 并 除 以 cdt, 我 们 得 到 

G"(u,y) = 2 {ce »)- J " Glu— z,y)dP(2) — [ 本 apa)} : (4.44) 
FHR u € [0,2] 对 上 式 积分 可 得 

G(z,y) — G(0,y) = Aff ctunau- fee- «,y)dP(x)du 


7 f f E dP(ajdu). (4.45) 


(4.45) 中 的 二 重 积分 可 以 按 如 下 方式 归结 为 一 重 积分 . 对 于 第 一 个 二 重 积分 ， 交 换 
积分 次 序 ， 使 用 变量 代 换 v = 一 r, 再 交换 积分 次 序 ， 于 是 


[ f G(u — z, y)dP(z)du = f yee G(v, y)dP(x)dv 

= f G(v,y)P(z — v)dv. (4.46) 
0 
至 于 (4.45) 中 的 第 二 个 二 重 积分 ， 我 们 使 用 变量 代 换 v = u +y 得 ， 
nave ar 
J [ (Peau = / [1 — P(v)]dv. (4.47) 
从 而 ， 
Glen) = G0.) = Šf [crust ~ Ple- vjan 


z+y 

一 J Ü= Pole (4.48) 

Yy 

取 z 一 co, (4.48) 两 边 的 第 一 项 消失 ， 剩 下 的 便 是 

GoW) =2 f “i Plwjau. (4.49) 

Yy 
v 

本 定理 有 许多 重要 的 推论 . 


推论 4.7.2( 定 理 4.7.1 的 推论 ) 1. 初始 值 为 0 的 破产 概率 只 依赖 于 相对 安全 
的 附加 系数 ，(4.40) 对 y € (0, 00) 积分 得 到 Pr[T < oo] 的 值 ,所 以 无 论 P(C) 如 何 ， 


我 们 有 


v= 2 [ i- Pod = Am = 4. (4.50) 
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2. 设 至 少 有 一 个 新 下 纪录 ， 则 Li 与 起 始 于 u= 0 的 过 程 在 破产 时 刻 (如 果 破 
产 发 生 的 话 ) 的 数值 具有 相同 的 分 布 函 数 . 所 以 我 们 得 到 下 纪录 之 间 的 改变 量 的 密 
度 函 数 具 有 如 下 形式 : 


1-PY) 1 _1-P(y) 
EA FAm m ， 


3. WA(z) 为 L 的 分 布 函数 ， 2 为 M 的 参数 .因为 L 有 一 个 复合 几何 分 
布 ， 所 以 风险 过 程 的 未 破产 概率 可 以 由 Beekman 卷 积 公式 给 出 : 


fun) = 





y>0. (4.51) 


1—v(u) = 》 p0 - p)” H™ (u), (4.52) 


m=0 


其 中 
rep #0)=1- 直 0- Po. (4.58) 
4. 由 (4.38), 最 大 累积 损失 的 矩 母 函 数 也 是 未 破产 概率 1 - y(u) 的 矩 母 函 
数 ， 该 矩 母 函 数 由 下 式 给 出 ; 
0 ec pg (mx(7r)—1) 
1+0 1+0 1+(1+gbpar 一 mx(r) 


证 明 只 有 最 后 一 个 断言 需要 证 明 . AFL = L ttm, B M 服从 参数 
为 了 的 几何 分 布 ,其 中 p= 725, 我 人 有 


p= 





mrz(r) = (4.54) 


mz(r) = mm (log mz, (r)) = =i =e (4.55) 
由 La 的 密度 函数 公式 (4.51) 可 得 Ly BRC 
mat) = È [7 ea- Poy 
=g he-u- ro, + f° Her- ew} 
= 让 ex) -1]. (4.56) 


这 里 用 到 了 如 下 事实 : 4 t— co 时， 
f * eVAP(y) <oo => f * ervaPly) 10 
0 t 


=> e" f dP(y) = e™*(1 — P(t)) | 0. (4.57) 
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把 (4.56) 代入 (4.55) 得 到 (4.54). V 
注 4.7.3( 破 产 概率 的 递归 公式 ) ”初始 值 为 4 的 破产 概率 可 以 由 初始 值 更 小 的 
一 些 破产 概率 表示 如 下 : 


v= [ -Ps -wtih-Poly (5 


为 了 证 明 这 一 点 , 注意 到 了 < oo 意味 着 到 余 过 程 最 终 会 走 到 初始 水 平 以 下 ， 所 以 
y(u) = Pr[T < oo] = Pr[T < œ, M >0] 
= PrlT < colM > 0] Pr[M > 0} 


fs a 
= yp [PHP < colts = Wty 


=2([ ve-oa-Po)m+ fa- Ply)jav) , (459) 


其 中 我 们 用 到 了 变量 代 换 c = (1 + 0) 和 pn. v 


84.8 破产 概率 的 一 些 解析 表达 式 


在 两 种 情况 下 , 我 们 可 以 给 出 破产 概率 的 表达 式 : 在 指数 分 布 及 其 混合 或 者 组 
合 的 情形 下 ， 可 以 得 到 一 个 解析 表达 式 ; 在 离散 分 布 情形 下 ,我 们 可 以 推导 出 一 个 
算法 . 

我 们 在 上 一 章 中 得 到 了 未 破产 概率 1 - %(u) 的 矩 母 函 数 ， 在 一 些 情况 下 我 们 
有 可 能 去 鉴别 这 个 矩 母 函 数 ， 从 而 给 出 破产 概率 的 一 个 表达 式 . 我 们 将 结合 两 个 指 
数 分 布 的 混合 和 组 合 来 描述 这 个 想法 ( 见 3.7 节 ). 由 于 1 一 %(0) = 0/(1 +0) 和 


mz(r) = f * vdi- blu] =1- y0) + ji * m4 (—w'(u))du, (4.60) 
由 (4.54) 可 得 函数 —v'(u) hh HR SE 


| P 4 (—y!(u))du = ext) = 1) (4.61) 
0 


1+61+(1+bmar 一 mx(r) 


注意 到 除了 一 个 常数 因子 外 ， —'(u) 是 一 个 密度 函数 (见习 题 84.8 第 1 题 ). 现 
在 , 如 果 X HO (3.60) 那样 是 两 个 指数 型 随机 变量 的 组 合 或 者 混合 , 即 对 某 个 a <p 
和 0<g< 75, X 具有 密度 函数 


p(z) = gae + (1—q)Be~**, x >0, (4.62) 
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那么 对 (4.61) 右边 的 分 子 和 分 母 同 乘 以 (r 一 a)(r - B) 后 ， (4.61) 右边 可 以 被 改写 
为 两 个 的 多 项 式 的 比值 . 通过 使 用 部 分 分 式 法， 该 比值 可 以 被 分 解 为 一 些 具 有 
形式 6Y/(Y - r) 的 分 数 之 和 ， 每 一 项 都 对 应 于 一 个 Exp(7) 分 布 的 5 倍 . 我 们 用 两 
个 例子 来 阐明 这 个 方法 . 

例 4.8.1( 指 数 分 布下 的 破产 概率 ) ”在 (4.62) PR q = 0 和 8 = 1, 于 是 理赔 分 
布 是 Exp(1) 分 布 . 然后 ， 对 于 5 = 1/(1+6) A y= 6/(1+ 0), (4.61) 的 右边 给 出 


1 9(4;~1) 8 _ by 
1+01+(0+0r- (1+0)0- (1+8) 7—r 


= 


除了 一 个 常数 因子 5 外 ， 这 是 一 个 Exp(y) 分 布 的 矩 母 函数 .由 (4.61) 我 们 知道 
一 (uw)/6 等 于 该 分 布 的 密度 函数 .对 于 Exp(1) 分 布 ， 利 用 边界 条 件 (oo) = 0 得 





(4.63) 


Wu) = me (73). (4.64) 
这 对 应 于 84.4 中 的 (4.23) 在 8 = m = 1 下 的 结果 . v 


例 4.8.2( 破 产 概率 ， 指 数 分 布 的 混合 ) WO = 0.4 Ml p(x) = $ x 3e L x 
7e-7z, z > 0. 于 是 


3 +2 7 1 








mx 一 3 + M=3x5+ i= (4.65) 
所 以 通过 一 些 计算 得 到 (4.61) 的 右边 等 于 
665-7) _ ô 6e SE eee | 2 
TO- T+ Tar thr? ITa 6.868) 
在 该 情形 下 的 破产 概率 等 于 
y(u) = me + dene, (4.67) 
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注意 到 %(0) = ip 确实 成 立 . 

本 方法 对 指数 分 布 的 组 合 及 其 极限 情形 F(2, 8) 分 布 的 效果 也 都 很 好 12" 
84.8 第 5~7 题 ) 我 们 也 可 以 推广 该 方法 到 多 于 两 个 指数 分 布 的 混合 / 组 合 的 场 
合 ， 不 过 在 此 场合 下 我 们 要 面临 求解 三 次 或 更 高 次 多 项 式 的 问题 . 

为 了 找到 破产 概率 像 (4.67) 那样 的 表达 式 里 面 指 数位 置 的 系数 ( 即 (4.66) 的 
WER), 我 们 需要 知道 (4.61) 右边 分 母 的 根 . 设 在 密度 函数 (4.62) 中 有 a < 8 和 
q € (0,1). 我 们 不 得 不 求解 如 下 方程 : 

B 
Bor 





1+(1+6)mr=q-— + (1~q) (4.68) 
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注意 到 只 有 在 > 处 于 渐 近 线 的 左 侧 ( 即 + <a) 时 ， 该 方程 的 右边 才 对 应 于 理赔 分 
布 的 矩 母 函 数 . 如果 "7 更 大 的 话 该 矩 母 函数 等 于 +00; 所 以 对 应 于 图 4.4 中 的 这 些 
分 支 我 们 记 作 “mx(r)” 而 不 是 mx (r). 从 该 图 立即 看 出 正 根 r 和 72 满足 


m=R<a<rs<p. (4.69) 


mr) “m,(r)” 





1+(1+6)mmr 











图 4.4 方程 (4.68) 的 解 ， 只 有 左边 的 那 支 曲线 才 真 正 代 表 X 的 矩 母 函数 


注 4.8.3( 离 散 分 布 情形 下 的 破产 概率 ) ”如 果 理赔 六 只 分 别 以 概率 pi,p2,… pm 
取 有 限 个 正 数值 rt zz …,zm, 则 破产 概率 等 于 


m ky 
0 P. 
plu) =1-—— (=z) ttem e J] 5, (4.70) 
" 到 : Ui 
其 中 z = (wu 一 zl 一 … 一 kmzm)+.， 连 加 号 对 所 有 的 使 得 > > 0 成 立 的 那些 
kis: ,km = 0,1,2,… 进行 , 从 而 结果 是 有 限 的 . 关于 (4.70) 的 证 明 可 以 参阅 Gerber 
(1989). V 


84.9 破产 概率 的 近似 计算 


对 于 上 一 节 没有 提 到 的 一 些 其 它 分 布 来 说 ， 想 给 出 破产 概率 Vu) 的 精确 解 是 
困难 的 . 但 是 破产 概率 的 精确 解 并 非 如 此 重要 ,因为 模型 的 一 些 其 它 因素 也 有 可 能 
会 起 决定 性 的 作用 . 由 此 , 给 出 破产 概率 一 些 有 效 而 又 简单 的 近似 公式 是 必要 的 . 

首先 , 我 们 给 出 破产 概率 的 一 些 全 局 性 质 , 使 得 推导 出 来 的 近似 公式 应 该 尽量 
满足 这 些 性 质 . 方程 (4.50) 给 出 


40) = 二 an) 


$ 49 破产 概率 的 近似 计算 .83. 
另外 ， 我 们 知道 vlu) = 1 - Filu), 于 是 由 分 部 积分 ， 
[wat — vu) [7 vau = B10), 
0 0 
f * 4 d- v(u)] = J * duy(u)du = E[L?}. (4.72) 
o 0 


由 于 工 = Di 十 … 十 ZM 有 一 个 复合 几何 分 布 ， 其 中 MA Lj 的 分 布 都 已 由 84.7 
给 出 ， 该 最 大 累积 损失 L 的 矩 可 以 很 容易 地 求 出 ， 如 下 的 L 的 矩 会 被 用 到 








E{L*) = mei’ k=1,2,---. (4.73) 
因为 EIM] = $, 所 以 
f (u)du = a (4.74) 
还 可 以 证 明 
Var 回 = E - TR (4.75) 
于 是 
ig uv(u)du = JE? = an (4.76) 


做 完 这 些 准备 工作 之 后 ， 我 们 现在 可 以 推导 出 一 系列 的 近似 公式 了 . 
1. 用 一 个 具有 相同 期 望 值 的 指数 分 布 来 取代 理赔 分 布 ， 可 以 得 到 (IL (4.23)): 


0 u 
Blu) ~ Thm(- x): (4.7) 


当 v = 0 时 ， 这 个 近似 公式 是 准确 的 ， 但 是 在 一 般 情 况 下 左右 两 边 的 积分 是 不 等 
的 . 

2. 用 %(0)e 人 来 近似 (uw), 其 中 大 要 使 得 (4.74) 成 立 ， 这 样 便 得 到 近似 公式 

ape ih —20ui1u 
verge (Gene) 

注意 到 如 果 理 赔 服从 Exp(1/p1) Ai, W u2 = 243, 所 以 (4.77) 和 (4.78) 均 给 出 了 
准确 的 破产 概率 . 

3. 人 


ou) = ra 


为 了 使 得 前 两 个 矩 相同 ， 伽 玛 分 布 G(;a, 6) 中 的 参数 a 和 8 必须 满足 如 下 条 件 : 


2 
FIL] = mip EL = 你 + 3) : (4.80) 





(4.78) 


a(l~— Glu, a, 8)), uv>0. (4.79) 
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4. 正如 第 一 个 近似 公式 那样 ， 我 们 还 可 以 寻找 另 一 个 分 布 函数 来 替代 理赔 分 
布 ， 使 得 它们 的 许多 矩 都 相等 ， 还 要 使 得 破产 概率 易于 计算 .一 个 合适 的 候选 者 是 
指数 分 布 的 混合 或 者 组 合 . 

5. 另 一 个 可 能 的 替换 是 离散 分 布 ， 破 产 概率 可 以 很 容易 地 由 (4.70) 来 计算 . 
对 每 一 个 理赔 分 布 , 我 们 可 以 找 一 个 具有 相同 的 前 三 阶 矩 的 两 点 分 布 来 替换 不 过 
这 个 办 法 在 指数 分 布 的 混合 / 组 合 情 形 下 并 非 总 是 可 行 的 . 两 个 方法 都 可 以 得 到 
好 的 近似 公式 . 

6. 由 风险 排序 的 理论 知 ， 如 果 我 们 用 一 个 在 u 处 的 单 点 分 布 来 取代 具有 期 望 
的 理赔 分 布 的 话 ， 那 么 可 以 得 到 破产 概率 的 一 个 下 界 估 计 ， 当 理赔 额 的 最 大 值 b 
已 知 时 ， 我 们 还 可 以 得 到 一 个 简单 的 上 界 估计 ， 如 果 理 赔 分 布 分 别 以 概率 u/b 取 
以 概率 1 — u/b 取 0, 则 一 个 新 的 泊 松 过 程 便 出 现 了 (该 过 程 等 价 于 理赔 额 总 是 
b 且 理赔 次 数 参数 是 Au/b 而 不 是 和 的 一 个 泊 松 过 程 ). 所 以 上 界 和 下 界 都 可 以 由 对 
应 于 mm = 1 的 (4.70) 来 计算 . 

7. 如 果 个 体 理赔 是 取 整 值 的 ， 则 几何 分 布 使 得 我 们 可 以 利用 Panjer 递 推 法 . 
但 是 工 中 的 项 L; 并 不 是 取 整 值 的 ( 见 公式 (4.51). 不 过 用 下 面 的 凑 整 法 我 们 可 以 
容易 地 导出 破产 概率 的 上 下 界 . 通过 简单 地 把 L EFR o 的 整数 倍 的 办 法 可 以 
得 到 一 个 随机 变量 L, 该 随机 变 基 适宜 于 运用 Panjer 递 推算 法 . 由 于 Pr[L < u] < 
Pr[Z < u), 这样 便 给 出 了 Felu) 的 一 个 上 界 . 同样 ， 往 上 次 整 会 得 到 Filu) 的 一 
个 下 界 . 最 后 ,通过 取 6 充分 小 ,经 过 少量 的 计算 我 们 可 以 得 到 颇 为 精确 的 上 下 界 
估计 . 


84.10 习 题 


§4.2 

1. 设 等 待 时 间 Wi, Wa,- 是 一 个 独立 同 分 布 的 随机 变量 序列 ， 分 布 函数 为 F(z), 密度 函 
数 为 f(z), z > 0. HE N(t) =i M Ti = s, 其 中 s < t, 求 事件 “在 时 刻 t 和 t+ at 之 间 发 生 一 
个 理赔 ”的 条 件 概率 . (我 们 称 这 个 关于 泊 松 过 程 的 推广 为 更 新 过 程 .) 

2. B {N(t), t > 0} 是 一 个 参数 为 和 的 泊 松 过 程 ， 记 pn(t) = PrIN(t) = n], p-1(t) = 0. 
证 明 pn(t) = —Apn(t) + Apn—a(t), n = 0,1,2,…, 通过 比较 pn(t) 和 pn(t + dt) 来 解释 这 些 公 
或 


§4.3 

1 证 明 (4.11) 中 的 那些 表达 式 实际 上 等 价 于 (4.10). 

2. HARER e"? > 1+ rz 十 (rz)? (其 中 > > 0,z > 0) 来 证 明 R< 20m /pr. 

3. 当 9 = 0.4 和 p(z) = 二 (3e-a* + 7e-7*) 时 ， 确 定 使 得 mx (t) 有 限 的 t 的 取 值 范围 ， 再 
RR. 

4 已 知 理赔 服从 离散 分 布 p(1) = p(2) = 3 H R= log3, R 8. 
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5. 什么 样 的 保费 会 使 得 e -av = 成 立 ? 

6. [@] čt Pr[X = j] = į, j =0,1,2,4, 对 入 =1 和 <c= 3, 用 电子 制 表 软 件 来 求 R. 

7. 在 一 个 9 = 2 的 破产 过 程 中 ， 理 赔 X 按照 如 下 方式 形成 ， 首 先 ， Y 分 别 以 概率 二 取 
两 个 可 能 的 值 3 和 7. RE, ER Y =y 下 理赔 X 服从 一 个 Exp(y) 分 布 . 求 调节 系数 R. 
如 果 对 同样 的 分 布 有 R= 2, 那么 6 会 大 于 还 是 小 于 2? 

8. 在 某 个 破产 过 程 中 ， 个 体 理赔 服从 一 个 (2, 1) 分 布 ， 试 求 相 对 安全 附加 系数 9 作为 调 
节 系 数 RR 的 函数 关系 .再 求 RO). 如 果 调节 系数 等 于 $, 是 否 有 9 = 2? 用 理赔 矩 母 函 数 的 草 
图 来 讨论 R 作为 9 的 函数 的 变化 情况 . 

9. A) 如 果 在 破产 过 程 中 理赔 服从 一 个 对 数 正 态 分 布 ， 请 讨论 如 何 求解 调节 系数 R. 如 果 
理赔 服从 逆 高 斯 分 布 呢 ? 

10. 对 dc/dR > 0 进行 讨论 ， 使 用 关系 式 c= 去 log(ms(R)) (其 中 S 表示 长 度 为 1 的 时 
间 区 间 上 的 理赔 总 额 ) 来 证 明 一 个 指数 保费 随 着 参数 (风险 厌恶 系数 )a 的 增 大 而 增 大 . 

§4.4 

1， 由 定理 4.4.1 我 们 知 当 9 | 0 时 有 plu) 一 1， 为 什么 由 此 可 以 推出 在 9 < 0 时 有 
Vu) = 1? 

2. 什么 样 的 复合 泊 松 过 程 使 得 破产 概率 满足 (u) = fe“? 

3， 对 于 一 个 复合 泊 松 过 程 ， 连 续 破 产 概率 与 初始 资本 金 u 之 间 的 函数 关系 为 Yu) = 
ae + ge， 求 这 个 过 程 的 调节 系数 ， 我 们 可 以 得 到 关于 该 过 程 的 泊 松 参数 的 一 些 信息 吗 ? 
Elexp(—RU(T))|T < oo] 等 于 多 少 ? 

4. 设 le) < 1. 试 通过 考察 事件 “在 e/c 前 没有 破产 或 没有 理赔 发 生 ”( 其 中 c 表示 单位 时 
间 的 保费 收入 ) 来 证 明 (0) < 1: 

5. 对 于 某 个 风险 过 程 ， 给 定 9 = 0.4 和 p(x) = 3 (3e~* + 7e-7*)， 试问 在 数字 0, 1 和 6 
中 哪些 是 调节 系数 方程 1 + (1 + 0) R = mx(R) 的 根 ? 哪 一 个 是 真正 的 调节 系数 ? 

已 知 下 面 的 四 个 表达 式 中 有 一 个 表示 该 过 程 的 破产 概率 ， 请 确定 到 底 是 哪 一 个 ， 并 讨论 为 
什么 其 它 三 个 表达 式 不 可 能 是 破产 概率 . 

(1) plu) = He“ + Hem; 

(2) plu) = Be + He-S; 

(3) W(u) = He" + geen; 

(4) Yu) = He" + Heo, 

6. 已 知 某 个 破产 过 程 的 破产 概率 满足 V(u) = be“ + gee, u > 0. 我 们 知道 ， 对 于 一 
般 的 破产 过 程 来 说 有 limu yy(u)/e As = c HRA ce (0,1) RE. 试 利 用 这 个 事实 来 求 本 
题 的 调节 系数 R 和 适当 的 常数 c. 

84.5 

1. 设 Gi 的 分 布 满足 PrlGi = +1] =p 和 PrlGi = -1] =q=1-p. Rk p>} Hut 
一 个 整数 ， 试 在 条 件 T < co FÆR UČ). ARAB Glu) 表示 出 来 ， 再 用 p aE RAM Gu) 
表示 出 来 . 

2. [0] 设 保险 人 使 用 一 个 风险 厌恶 系数 为 a 的 指数 效用 函数 w(-). 求证 Elw(Uns1)|Un = 
z) > w(z) RLH HNH a < Ř, 并 解释 这 个 结果 . 
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3. 如 果 离散 和 连续 风险 过 程 都 是 由 同一 个 复合 泊 松 过 程 确定 ， 试 证 以 概率 1 eT > 了 成 
立 ， 再 证 (u) < vlu) 对 所 有 的 u 成 立 . 

4. 设 对 任何 一 个 初始 资本 金 u 和 某 个 常数 a, 复合 泊 松 过 程 的 连续 无 限时 间 破 产 概率 等 于 
oe. 再 设 理赔 服从 一 个 参数 为 2 的 指数 分 布 ， 目 一 年 的 期 望 理赔 总 额 等 于 50. 试 求 该 过 程 的 
相对 安全 附加 系数 ， 同 时 给 出 离散 无 限时 间 破 产 概 率 的 一 个 上 界 . 

84.6 

1， 设 某 个 保险 保单 组 合 产生 的 理赔 过 程 是 一 个 复合 泊 松 过 程 ， 其 中 入 = 1, p(z) = e7, 
z > 0, 相对 安全 附加 系数 为 9. 在 扣除 一 个 相对 安全 附加 系数 等 于 上 > 0 的 比例 再 保险 h(z) = 
ox 后 ， 求 调节 系数 ， 计 算 再 保 之 后 的 相对 安全 附加 系数 .哪些 因素 对 a 起 制约 作用 ? 

2. 同上 一 题 ， 但 是 现在 使 用 超额 损失 再 保险 A(x) = (z 一 B)+, 试 建立 关于 调节 系数 的 方 
程 ， 并 求 再 保 后 的 相对 安全 附加 系数 . 

3. 设 每 年 的 理赔 额 Wi, i = 1,2,…, RAES N(5,1) 分 布 ，0 = 0.25、 再 保 商 使 用 保费 
相对 安全 附加 系数 上 = 0.4, 赔付 每 个 风险 的 比例 等 于 a 试 给 出 该 再 保 保单 组 合 的 调节 系数 R 
关于 a 的 函数 关系 。 a 取 什 么 值 会 使 得 保险 人 最 安全 ? 

4. 设 理赔 总 额 过 程 是 一 个 复合 泊 松 过 程 ， 其 中 入 = 1, p(z) = e-*, z > 0, 相对 安全 附加 
系数 是 0 = 3. 再 设 公司 进行 了 比例 再 保险 A(z) = ar, 再 保 商 的 相对 安全 系数 等 于 1. 试 求 调 
PRB Rn, 并 问 a 取 哪 些 值 使 得 破产 不 会 必然 发 生 ? 

§4.7 

1. 如 果 理 赔 (a) 以 概率 1 等 于 b, R (b) 服从 一 个 指数 分 布 ， 求 L 的 矩 母 函数 

2. 证 明 Pr[L = 0] = 1 — ¥(0). 

3. 在 习题 84.4 第 3 题 和 84.4 第 6 题 中 ， 0 是 多 少 ? 

84.8 

1. 当 常 数 7 等 于 多 少时 ， 7(-v'(u)), u > 0, 是 一 个 密度 函数 ? 

2. 分 别 对 指数 分 布 的 某 个 适当 的 组 合 和 T(2, 8) 分 布 绘制 出 类 似 于 图 4.4 那样 的 草图 来 确 
定 (4.61) 的 渐 近 线 . 

3. MÆ y(u) = 0.3e7?" + 0.2e7" + ae, u > 0, RO A R. HRA y(u) Hi u RU 
及 相对 安全 附加 系数 9 是 一 个 正 数 ， 请 问 a 宜 取 哪些 值 ? 

4 WR A= 3,c=1 H p(x) = je™™ + Be“, R yun, 0, mx, (4.61), HEF y(u) 的 一 
个 解析 表达 式 . 

5. 借助 于 (4.17) 来 求 上 一 题 中 的 Ele O] 请 给 出 三 个 独立 随机 变量 X,Y 和 了 使 得 
IX +(1- DY 具有 密度 pC). 

6. 要 求 同 习题 84.8 第 4 题 ， 但 是 现在 p(z) 是 (2,2) 的 密度 ， 入 =1 且 c= 10. 

7. WO = 5, 理赔 Xi = ¥i/4 + Zi/3, 其 中 Yi 和 Zs 独立 且 均 服从 Exp(1) 分 布 . RR 
v(u). 

8. 在 离散 理赔 分 布下 绘制 Ly 的 密度 函数 的 草图 . 

9. [A] 4 m=1 i m=2 时, 证 明 (4.70). 

10. 设 一 个 破产 过 程 的 个 体 理赔 等 于 两 个 服从 Exp(1) 分 布 的 独立 随机 变量 的 最 大 值 ， 即 
Xi = max{Ya, Yio}, 其 中 Vie ~ Exp(1). R Xi 的 分 布 函 数 ， 并 利用 这 个 结果 证 明 对 应 的 密度 
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函数 p(z) 是 指数 分 布 的 一 个 组 合 ， 确定 相对 安全 附加 系数 9, 使 得 调节 系数 分 别 为 R= 0.5 和 
R=2.5. 

1. 设 有 两 个 公司 ， 记 为 公司 1 和 公司 2, 它们 的 破产 过 程 均 为 复合 泊 松 过 程 ， 其 强度 分 
BN Ar = 1 和 Xz = 8, 理赔 分 布 分 别 为 Exp(3) 和 Exp(6) 分 布 ， 且 相对 安全 附加 系数 分 别 为 
01 = 1 和 02 = 二 两 个 公司 的 理赔 过 程 相互 独立 .这 两 个 公司 决定 合并 ， 但 是 不 改变 它们 的 保 
费 . 试 求 合并 后 的 公司 破产 过 程 的 理赔 到 来 强度 、 理 赔 分 布 和 相对 安全 附加 系数 ， 设 两 个 公司 
的 初始 资本 金 均 为 0, 那么 显然 合并 后 的 公司 的 初始 资本 金 也 为 0, 请 比较 下 面 两 个 事件 的 概率 
(连续 无 限时 间 破 产 概率 ):“ 两 个 公司 都 永 不 破产 ”与 “合并 后 的 公司 永 不 破产 "， 请 说 明 ， 无 论 
两 个 单独 的 公司 初始 资本 金 ul 和 uz 为 多 少 (从 而 无 论 合并 后 的 公司 初始 资本 金 u + ua 为 多 
D), 事件 “两 个 公司 都 水 不 破产 ”的 概率 小 于 事件 “合并 后 的 公司 永 不 破产 ”的 概率 . 

§4.9 
1. 验证 (4.72), (4.73), (4.75)/(4.76), 和 (4.80). 从 (4.80) 中 求解 a 和 6. 
2. 补 出 最 后 那个 近似 公式 的 一 些 细节 . 


第 5 章 保费 原理 


§5.1 引 È 


保险 公司 的 业务 可 以 用 一 个 输入 输出 系统 来 描述 . 在 这 个 系统 中 , 盈余 由 于 征 
收 的 保费 和 赚 取 的 利息 而 增加 ， 由 于 理赔 和 成 本 支出 而 减少 (参见 上 一 章 ). 在 本 章 
中 , 我 们 将 讨论 若干 利用 理赔 额 分 布 来 确定 保费 的 数学 方法 . 从 精算 的 角度 来 看 
保费 计算 就 是 要 求 出 这 么 一 个 最 小 保费 , 它 不 仅 足以 应 付 理赔 ， 而 且 还 使 得 所 考虑 
的 保单 组 合 的 期 望 盈 余 足够 快 地 增长 

Biihlmann (1985) 描述 了 关于 保费 计算 的 上 下 (top-down) 方法 : 首先 着 眼 于 整 
个 保单 组 合 必需 的 保费 ， 其 次 再 考虑 将 总 保费 以 一 个 “公平 的 ” 方式 分 配 到 每 个 保 
单 上 去 .为 了 确定 最 小 年 保费 ， 我 们 利用 上 章 引 入 的 (满足 一 些 简化 假设 条 件 ) 高 
散 时 间 模型 破产 概率 , 得 到 的 结果 是 指数 保费 ( 见 第 1 章 ), 其 中 的 参数 由 所 能 容许 
的 最 大 破产 概率 和 初始 资本 金 来 确 定 ， 假 设 提供 初始 资本 金 的 那些 人 应 得 到 一 定 
的 年 度 红利 ， 并 且 所 求 得 的 保费 应 该 尽 可 能 低 ， 以 具有 尽 可 能 强 的 竞争 性 ， 那 么 我 
们 可 以 推导 出 最 优 的 初始 资本 金 . 此 外 , 我 们 还 要 说 明 总 保费 在 达到 我 们 目标 的 前 
提 下 是 如 何以 一 种 公平 的 方式 被 分 配 到 每 个 保单 上 的 

关于 保单 保费 问题 , 我 们 可 以 使 用 的 保费 原理 很 多 , 有些 保 费 原理 可 以 由 类 似 
于 零 效 用 模型 的 模型 来 推导 出 来 , 这 里 保险 前 后 的 期 望 效 用 相等 . 另外 一 些 保费 原 
理 可 以 作为 指数 保费 原理 的 近似 来 得 到 ， 我 们 将 要 验证 这 些 保费 原理 在 多 大 程度 
上 能 够 满足 一 系列 的 合理 要 求 ， 以 及 研究 保费 原理 的 一 些 刻画 , 例如 ， 可 以 证 明 
满足 “独立 保单 的 总 保费 等 于 个 体 保费 之 和 ”上 且 保持 效用 不 变 的 保费 原理 只 能 是 纯 
保费 和 指数 保费 

作为 一 个 应 用 ， 我 们 将 要 分 析 当 若干 个 保险 公司 希望 “联营 " 时 他 们 必须 如 何 
运作 . 结果 表明 , 如 果 每 个 保险 公司 承担 总 风险 的 一 个 固定 份额 ( 共 保 ) 且 该 份额 与 
公司 的 风险 厌恶 系数 成 反比 ， 则 这 时 得 到 的 总 保费 最 具 竞争 力 ( 见 Gerber (1979)). 


§5.2 利用 上 下 方法 计算 保费 


如 第 4 章 所 述 ， 承 保 一 个 风险 组 合 的 盈余 会 随 着 收取 的 保费 而 增加 ， 随 着 理 
赔 的 发 生 而 减少 .在 离散 时 间 破 产 模型 中 如 下 等 式 成 立 


UW=Ur+e-S, t=1,2,.... (5.1) 
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如 果 在 某 个 时 刻 t A U < 0, 那么 破产 就 发 生 了 . 我 们 假设 年 理赔 总 额 S, t = 

… 独立 且 共 同 服从 于 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 记 为 8: ~ S， 于 是 出 现 了 如 下 问 
题 ， 初 始 资本 金 Uo =u SRK c = 7[S] 必须 多 大 时 ， 破 产 发 生 的 概率 才 不 会 过 
K? 破产 概率 的 上 界 为 e-R*, 其 中 RR 为 调节 系数 ， 即 方程 eR = Ele?5] 的 根 ( 见 
84.5). 注意 到 在 上 述 条 件 下 离散 调节 系数 元 和 通常 的 调节 系数 尺 相等， 如 果 我 们 
将 上 界 设 定 为 e, 那么 R= |logel/u. FÆ, HRR c 定 为 


= Flos(Ble$)), $4 R= logel (6.2) 


我 们 便 得 到 了 一 个 以 < 为 上 界 的 破产 概率 . 该 保费 就 是 参数 为 RR 的 指数 保费 (1.20). 
由 例 1.3.1 可 知 ， 调 节 系 数 可 以 解释 为 大王 风险 程度 的 一 个 度量 对 于 具有 风险 大 
BAM a 的 效用 函数 -ae “<, 保持 效用 不 变 的 保费 是 = 去 log( 忆 [ex]). 

指数 保费 的 一 个 特征 在 于 : 如 果 对 每 个 保单 都 选择 这 个 保费 , 则 简单 相 加 便 得 
到 了 3 对 应 的 总 保费 ， 事实 上 ， 设 X; 为 保单 7 的 赔付 额 ，j = 1,…,n, 当 它们 相 
互 独立 时 ， 读 者 可 以 验证 : 


ES > 去 log(EIens]) = > i log(Ele®*s]). (5.3) 

另 一 个 在 上 述 意义 下 可 加 的 保费 原理 是 方差 保费 原理 , 即 对 于 某 个 参数 a > 0, 保 
费 由 下 面 的 公式 而 定 : 

7[S] = E[S] + avVarlS]. (5.4) 


该 保费 也 可 以 看 作 是 对 指数 保费 的 一 个 近似 ， 设 风险 厌恶 系数 已 较 小 ， 我 们 只 考 
虑 累积 量 母 函数 Taylor 展开 式 的 前 两 项 ， 即 


n{S] = 着 cs( 且 = 去 (ElR+ 至 + =) . (5.5) 


当 用 (5.4) 来 近似 (5.5) 时 ， a 必须 等 于 #R. 由 (5.2) 和 du) < ere, 我 们 可 以 粗 
略 地 说 : 
。 如 果 将 (5.4) 中 a 扩大 一 倍 ， 那 么 破产 概率 将 从 减少 到 e2; 
。 如 果 在 保持 最 大 破产 概率 不 变 的 情况 下 想 把 初始 资本 下 降 一 半 ， 则 需要 将 a 
增加 一 倍 . 
下 面 我 们 考虑 关于 离散 时 间 破产 模型 (5.1) 的 一 个 新 问题 ， 如 果 保 费 c 要 包含 
股东 ( 即 初始 资本 u 的 提供 者 ) 一 年 的 红利 ， 那么 v 应 该 多 大 ? 考虑 到 这 个 因素 ， 
我 们 取 如 下 形式 的 保费 : 


l ‘8 el 


a(S] = E[S] + 一 2 Var[S] + iu, (5.6) 
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该 保费 是 依据 (5.2), (5.4) 5 (5.5), 再 加 上 红利 iu 而 形成 的 . 我们 应 当选 取 v 使 
得 保费 越 具 有 竞争 性 越 好 ( 即 越 低 越 好 ). 对 u 求 导 并 令 导数 为 0, 可 见 最 小 值 在 
u = o[S] /loge]/2i 处 达到 . HAA u 值 代入 (5.6) 可 得 到 最 优 保费 是 一 个 标准 差 保 
#: 


a(S] = E[S] + ofS] 2i] loge]. (5.7) 


在 最 优 情形 ， 附 加 保费 r[S] — ENS) -iu 等 于 红利 iu 注意 当 i D u RD, 但 
iu 增加 . 

最 后 , 我 们 还 得 确定 对 保单 组 合 里 的 每 个 保单 应 该 征收 多 少 保费 . 此 时 我 们 不 
可 以 简单 地 要 求 附加 保费 与 标准 差 成 比例 ， 由 于 独立 风险 变量 的 保费 之 和 并 不 等 
于 风险 变量 和 的 保费 , 因此 整个 保单 组 合 水 平 上 的 保费 是 不 平衡 的 : 如 果 我 们 增加 
一 个 保单 合同 ， 那么 总 保费 就 不 再 满足 那些 条 款 了 . 另 一 方面 ， 如 前 所 述 ， 与 指数 
保费 以 及 纯 保 费 一 样 ， 方 差 保 费 原理 是 可 加 的 . 于 是 ， 由 (5.6) 与 (5.7) 得 到 关于 
保费 计算 的 如 下 建议 : 

1. 对 于 S, i UR e 计算 最 优 初始 资本 u = olS] (Mog e]/2i; 

2. 通过 征收 如 下 形式 的 保费 ， 把 总 保费 分 配 到 个 体 风险 X 上 去 : 


7[X3] = E[X;] + RVar[X;]， 其 中 R= |loge|/u. (5.8) 


注意 此 时 方差 保费 原理 的 负荷 因子 R = a 恰好 等 于 其 在 没有 红利 时 的 两 倍 ( 见 
(5.4) 和 (5.5)). 总 红利 以 及 为 了 避免 破产 而 对 期 望 盈 余 增长 进行 的 必要 投入 等 以 一 
种 类 似 的 方式 被 分 配 到 每 个 保单 上 去 . 

Biihlmann 给 出 了 一 个 包含 两 类 指数 型 风险 保单 组 合 的 例子 : 








类 型 ”风险 个 数 ”期望值 yA 指数 保费 方差 保费 标准 差 保费 
A 5 5 25 -ġlog(1-5R) 5+ 425 
B 20 1 1 -ġlog(1-R) 1+ 入 1 
总 和 25 45 145 45 + (2i| log e145)3 


选取 e = 1%, 则 |loge| = 4.6052. 于 是 对 于 包含 红利 的 模型 我 们 有 如 下 关于 不 
同 i 值 的 方差 保费 表 : 


组 合 保费 vB ROR ASA 的 保费 BSB 的 保费 
i=2% 50.17 129.20 0.0356 5.89 1.0356 
i=5% 53.17 81.72 0.0564 6.41 1.0564 
i=10% 56.56 57.78 0.0797 6.99 1.0797 
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组 合 保费 和 最 优 的 u 由 (5.7) RG, Rh (5.2) 求 得 ，A 型 和 B 型 风险 的 保费 可 
按照 (5.8) 来 求 得 .我 们 还 注意 到 如 下 现象 ， 
o 初始 资本 u 的 提供 者 要 求 的 回报 i 越 高 ，u 的 最 优 值 就 越 低 ; 
。 负荷 与 风险 保费 远 不 成 比例 ， 按 照 一 个 百分比 来 计算 ， A 型 风险 的 负荷 是 B 
型 风险 的 负荷 的 5 倍 ; 
。 求 得 的 指数 保费 几乎 是 相同 的 : 如 果 i= 2%, 那么 A 型 风险 的 参数 值 为 2R 的 
保费 是 6.18, 而 B 型 风险 对 应 保费 是 1.037. 


$5.3 各 种 保费 原理 


本 节 我 们 将 列举 各 种 保费 原理 ,它们 既 可 以 应 用 于 单个 保单 , 也 可 以 应 用 于 保 
单 组 合 . 下 节 还 将 给 出 保费 原理 应 当 满 足 的 一 些 数学 性 质 (不 过 也 有 人 对 这 些 数学 
性 质 持 异议 ). 一 个 随机 变量 的 保费 原理 仅仅 依赖 于 其 分 布 函数 .因此 ， 当 Fx 是 
X 的 分 布 函数 时 ， 我 们 会 使 用 记号 [Fx] 或 者 [X] 来 表示 X 的 保费 ， 我 们 假设 
X 是 一 个 有 界 随机 变量 . 这 里 讨论 的 大 多 数 保费 原理 也 适用 于 无 界 的 或 者 负 的 理 
赔 变 量 场合 ,不 过 这 时 有 可 能 会 导致 保费 等 于 无 穷 , 即 意味 着 这 样 的 风险 变量 不 可 
保 . 

在 85.2 中 ， 我 们 已 经 遇 到 下 面 五 种 类 型 保费 原理 ， 

(a) 纳 保 费 原理 : 。r[X] = E[X]. 

该 原理 也 称 为 等 价 原理 ， 它 只 适用 于 风险 中 性 的 保险 人 . 

(b) 期 望 值 保费 原理 : 7[X] = (1 + a)E[X]. 这 里 附加 保费 等 于 aE[X], 其 中 
a > 0 是 参数 . 

(c) JARRE: 7[X] = E[X]+a. 这 里 附加 保费 与 方差 成 正比 , 其 中 a > 0 
仍 是 参数 . 

(d) 标准 闲 保 费 原理 : |X] = E[X]+ao[X], 其 中 a > 0 为 参数 . 

(e) 指数 保费 原理 : 7[X] = 2 log(mx(a)). 这 里 的 参数 a > 0 称 为 风险 厌恶 系 
数 . 我们 在 第 1 章 中 已 经 指出 ， 指 数 保费 随 着 a 增加 而 增加 . 此 外 ， 当 a | 0 时 ， 
可 以 得 到 纯 保 费 ， 当 a 一 co 时 ， 保 费 趋 于 X 可 能 取 到 的 最 大 值 (见习 题 85.3 第 
11 题 ). 

在 接 下 来 的 两 个 保费 原理 中 ， “参数 " 是 一 个 函数 ， 因 此 我 们 也 可 以 称 之 为 保 
费 模 型 . 

(© 霍 效 用 保费 :7[X] — u(0) = Elu(r[X] - X)]. 

我 们 已 经 在 第 1 章 中 讨论 过 这 个 概念 . 函数 u(z) 表示 一 个 决策 者 附加 于 其 当 
前 资本 与 z 之 和 上 的 效用 . 所 以 u(0) 表示 当前 资本 的 效用 , 而 u(7[X] 一 X) 表示 对 风 
险 变量 X 投保 (从 而 缴纳 保费 r[X]) 之 后 的 效用 . 满足 效用 平衡 方程 的 保费 称 为 零 
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效用 保费 z(.) 的 任意 一 个 线性 变换 都 对 应 同样 的 保费 . 我 们 通常 假定 函数 ul) 为 非 
降 四 函数 , 从 而 它 具 有 正 的 单调 减 的 边际 效用 w(z). 特别 地 , 取 u(x) = 二 (1 一 e-“=) 
可 以 得 到 指数 保费 ， 取 v(.) 为 线性 函数 可 以 得 到 纯 保 费 ( 见 第 1 章 ). 

(g) 平均 值 保费 原理 :7[X] = wv-1(Elv(X)]). 

函数 v() 为 一 个 单调 增 且 凸 的 估价 函数 . 易 见 ， 纯 保费 和 指数 保费 分 别 对 应 
F v(x) = 2 和 v(x) = e%, 其 中 a > 0. 

下 面 这 些 保费 原理 只 是 在 理论 上 有 意义 : 

(h) 百分比 保费 原理 :7[X] = min{p|Fx(p) > 1- e}. 

易 见 ， 使 用 该 原理 时 保险 人 招致 损失 的 概率 至 多 为 ,0 < e < 1. 

(i) 最 大 损失 保费 原理 7[X] = min{p|Fx(p) = 1}. 

该 保费 是 作为 其 它 保费 的 一 个 极限 情形 出 现 的 : 在 (e) 中 取 a 一 co 以 及 在 (h) 
中 取 < | 0 都 会 得 到 最 大 损失 保费 ， 一 个 “实际 的 ” 例子 ， 假 设 一 位 孕妇 买 了 一 个 
保单 以 保 她 要 生育 的 孩子 是 女孩 ， 如 果 她 生 了 男孩 ， 则 保费 全 额 退还 . 

(j) Esscher 保费 原理 : 。r[X] = E[Xe*X]/Ele*X], 这 里 h > 0 为 参数 . 

该 保费 实际 上 是 风险 变量 Y = Xe**X/mx(h) 的 纯 保费 ， 不 难看 出 ， 在 从 X 
到 Y 的 变换 中 ， 大 值 增 大 了 ， 小 值 减 小 了 .该 原理 也 可 以 看 作 是 dFx(z) 的 所 谓 
Esscher 变换 的 期 望 值 ， 该 变换 的 “密度 " 为 
ehzdFx(z) 
J ervdFx(y)” 


这 是 一 累积 分 布 函数 的 微分 ， 其 值 域 和 X 的 相同 ， 不 过 取 小 值 的 概率 减 小 了 ， 取 
大 值 的 概率 增 大 了 ， 通过 作 这 样 一 个 变换 ， 我 们 得 到 了 一 个 “安全 的 ” 保费 . 


dG(z) = (5.9) 


85.4 保费 原理 的 性 质 


下 面 我 们 给 出 保费 原理 r[X] 应 该 满足 的 五 个 性 质 . 其 它 有 用 的 性 质 如 保 序 性 
( 即 “ 较 小 " 的 风险 应 该 对 应 较 少 的 保费 ) 等 并 没有 在 此 涉及 到 ， 有 关 保 序 性 的 讨论 
见 第 10 章 . 

(1) 附加 保费 的 非 负 性 :7[X] > E[X]. 

没有 附加 的 保费 将 肯定 导致 破产 . 

(2) 无 般 诈 性 :7[X] < min{p|Fx(p) = 1}. 

最 大 损失 保费 原理 (i) 考虑 的 是 风险 变量 有 界 的 情形 . ARER X 无 界 时 ， 
保费 为 无 穷 大 . 

(3) 相 容 性 。 对 每 一 个 < 有 xX +d]=7[X]+c. 

如 果 理 赔 额 被 增加 了 某 个 固定 的 其 c, 那么 保费 也 应 该 被 增加 一 个 相同 的 量 . 
相 容 性 又 称 为 平移 不 变性 . 注意 本 章 涉及 到 的 风险 变量 未 必 是 非 负 随 机 变量 , 不 过 
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为 了 克服 一 些 技术 上 的 问题 我 们 总 是 候 定 它们 有 下 界 . 

(4) 可 加 性 : 对 任何 独立 的 风险 变量 X 和 Y, 有 7[X +Y] = [X] + [Y]. 

该 性 质 描述 的 是 将 独立 的 风险 变量 集中 在 一 起 不 影响 保费 总 客 . 

(5) 平滑 性 : 对 于 任何 风险 变量 X 和 Y, 有 7[X] = [rn[X|Y]]. 

风险 变量 X 的 保费 可 以 分 两 步 来 计算 . 首先 ， 运 用 保费 原理 r] 来 计算 给 定 
Y =y it X 的 条 件 保费 ， 于 是 得 到 一 个 关于 y 的 函数 ， 它 仍然 是 一 个 随机 变量 ， 
记 为 x[X|Y]. 然后 对 该 随机 变量 运用 同样 的 保费 原理 ， 对 于 满足 平滑 性 的 保费 原 
理 来 说 ， 分 两 步 计算 出 来 的 保费 与 直接 计算 出 来 的 保费 |X] 相同 . 

纯 保费 原理 的 平滑 性 直接 由 条 件 期 望 公式 (2.7) 的 平滑 性 得 到 ， 乍 一 看 这 个 
法 则 似乎 笑 揉 造作 ,没有 什么 实际 意义 . 但 事实 却 不 然 . 我 们 可 以 给 出 如 下 解释 ， 
假设 某 个 驾驶 员 一 年 之 内 发 生 事故 的 次 数 为 一 个 泊 松 随机 变量 N, 其 参数 来 自 
于 某 个 结构 变量 A. 事故 次 数 是 波动 的 ， 这 是 不 仅 由 于 泊 松 随机 变量 N 本 身 会 偏 
离 其 均值 A, 而且 由 于 结构 分 布 的 波动 性 ， 当 保费 原理 满足 平滑 性 时 ， 依 次 按照 
产生 波动 的 两 个 原因 来 计算 N 的 保费 ， 我 们 得 到 结果 应 与 直接 计算 出 来 的 结果 一 
致 

例 5.4.1( 指 数 保费 原理 的 平滑 性 ) ”指数 保费 原理 具有 平滑 性 ， 证 明 如 下 ， 


Ir[XIY)] = 2 log Ele~"lXIY] = + tog E [exw (02 log Eleax w)| 
ai = log E [Ble*|¥))] = * log Ele] = x[X]. (6.10) 


通过 对 一 个 指数 保费 取 期 望 ， 原 先 所 做 的 变换 可 以 成 功 地 去 除 . 
例 5.4.2( 复 合 分 布 ) 设 [|] 既 满 足 可 加 性 又 满足 平滑 性 ， 再 设 3 是 由 N M 
与 X 同 分 布 的 独立 随机 变 基 组 成 的 一 个 复合 分 布 ， 则 S 的 保费 等 于 


a(S] = xlrlslN] = [Nt (6.11) 


进一步 ， 如果 r[] 是 齐 次 的 ， 即 对 一 切 a > 0 有 naX) = ar[X] RE, 那么 r[S] = 
7[X] x[N]. 一 般 来 说 齐 次 性 是 不 成 立 的 ( 见 81.2). 不 过 该 性 质 可 以 作为 一 个 局 部 工 
作假 设 而 被 用 来 计算 一 组 类 似 合同 的 保费 ; 没有 齐 次 性 的 话 , 使 用 价目 表 也 就 毫 无 
意义 了 . v 

我 们 在 表 5.1 中 总 结 了 各 种 保费 原理 的 性 质 . “+” 表 示 该 性 质 一 般 成 立 ，“-” 
表示 一 般 不 成 立 ， 而 “e” 表示 只 有 在 指数 保费 (包括 纯 保 费 ) 情形 下 才 成 立 .我 们 
总 是 假定 5 有 下 界 . 这 些 性 质 的 证 明 均 放 在 习题 中 留 给 读者 去 完成 . 不 过 , 对 于 命 
题 “满足 一 定 附加 条 件 的 零 效用 保费 和 平均 值 保费 原理 一 定 是 指数 保费 原理 ”的 
证 明 ， 可 参阅 下 一 节 . 
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表 5.1 各 种 保费 原理 及 其 性 质 
Qa) A © @ (©) © ee DO 0 





原理 





Bw 1+A oo o exp u) v) % max E 
性 质 
1) 7 > EIX] + + + + + + - + + 
2) m < max[|X] + - 一 一 十 十 十 十 十 十 
3) 7[X+dl 十 - + + + + e + + + 
4) n[X +Y] + + - + e e = + + 
5) xfr{XIY]) + - - - + e + - + - 


综 上 所 述 ， 只 有 指数 保费 原理 ， 最 大 损失 保费 原理 和 纯 保费 原理 满足 所 有 这 些 
ER. 鉴于 最 大 损失 保费 原理 和 纯 保费 原理 的 实际 意义 不 大 ， 只 有 指数 保费 原理 
才 符 合 这 样 的 挑选 准则 ( 见 85.2). 指数 保费 原理 的 一 个 不 足 之 处 在 于 决策 者 所 做 的 
决策 不 依赖 于 当前 他 已 获得 的 资本 金 . 不 过 换 一 句 话说 , 这 也 是 该 原理 的 一 个 显著 
特点 , 因为 在 每 一 时 刻 的 当前 资本 金 通常 是 随机 的 或 者 难以 精确 知道 的 , 不 需要 知 
道 当前 资本 金 就 可 以 做 决策 当然 是 方便 多 了 . 


85.5 保费 原理 的 刻画 


本 节 我 们 研究 表 5.1 中 标注 e 的 那些 性 质 以 及 保费 原理 的 一 些 其 他 的 刻画 . 注 
意 在 (f) 和 (g) P, R ul) 和 vl) 的 线性 变换 都 产生 同样 的 保费 .在 证 明 只 有 指 
数 效用 函数 ul) 才 满 足 的 某 个 性 质 时 ， 我 们 的 证 明 技巧 是 先 把 该 性 质 应 用 到 具有 
一 个 简单 结构 的 风险 变量 上 去 ， 然 后 再 推导 出 一 个 关于 ul) 微分 方程 且 该 微分 方 
程 只 能 对 指数 函数 和 线性 函数 成 立 . 因为 线性 效用 函数 是 指数 效用 函数 的 极限 , 本 
节 我 们 不 再 一 一 明确 提 及 线性 效用 函数 . 本 节 定 理 的 完整 证 明 可 参阅 Gerber(1979， 
1985) 和 Goovaerts 等 (1984). 

下 面 定 理 研究 了 表 5.1 中 标注 “e” 的 那些 性 质 . 

定理 5.5.1( 指 数 保费 原理 的 刻画 ) ”如 下 的 四 个 命题 成 立 : 

1. 满足 相 容 性 的 平均 值 保费 原理 是 指数 原理 . 

2. 满足 可 加 性 的 平均 值 保费 原理 是 指数 原理 . 

3. 满足 可 加 性 的 零 效用 保费 原理 是 指数 原理 . 

4. 满足 平滑 性 的 零 效用 保费 原理 是 指数 原理 . 

证 明 ”对 于 平均 值 原理 来 说 ， 当 Pr[X = oj = 1 时 有 r[X] = c, 可 见 当 两 个 风 
险 变 量 退 化 时 相 容 性 恰好 是 可 加 性 ， 所 以 由 命题 1 可 以 推出 命题 2 成 立 . 命题 1 
的 证 明 将 在 下 面 给 出 , 在 证 明 中 我 们 首先 把 相 容 性 应 用 到 z 与 某 个 Bernoulli(g) J 
险 变量 之 和 上 面 ， 再 计算 在 9 = 0 处 的 二 阶 导数 以 推 证 出 估价 函数 v(.) 满足 的 一 
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个 微分 方程 TO = 某 个 常数 ， 并 且 该 方程 只 有 当 v(-) 为 线性 函数 和 指数 函数 时 
才能 满足 命题 4 的 证 明 方法 与 此 大 致 相同 . 关于 命题 3 的 证 明 我 们 也 是 通过 建 
立 一 个 类 似 的 方程 来 完成 的 ， 不 过 关于 指数 效用 函数 是 该 方程 的 唯一 解 的 证 明 要 
困难 得 多 . 

为 了 证 明 命题 1, 设 平均 值 保费 原理 中 的 v(-) 是 单调 增 凸 函数 、 记 Pla) 为 服 
从 Bernoulli(q) 分 布 的 风险 变量 S, 的 保费 ， 该 保费 为 4 的 函数 ， 于 是 ， 由 定义 得 


v(P(q)) = qu(1) + (1 — q)v(0). (5.12) 


对 方程 两 边 求 4 = 0 点 的 右 导 数 得 


P'(0)v’(0) = v(1) — v(0), (5.13) 
故 P'(0) > 0. 进一步 ， 在 9 = 0 处 求 二 阶 导 数 可 得 
P"(0)u'(0) + P’(0)?v"(0) = 0. (5.14) 


由 相合 性 ， 对 于 任意 常数 z, 有 So + z 的 保费 等 于 Pla) + z, 从 而 


v(P(q) +z) = qu(1 + x) + (1 —q)v(z). (5.15) 
对 这 个 方程 两 边 求 a = 0 点 的 二 阶 导数 得 
P"(0)v'(z) + P’(0)?v" (x) = 0. (5.16) 


注意 到 P'(0) > 0, 于 是 对 于 一 切 的 z 我 们 有 
v"(z) _ v"(0) 


vlz) ~ v) 
因此 ， 当 v”(0)=0R}, vl) 是 线性 的 ， 而 当 (0) > 0 Bt, vO) BARR. V 


注 5.5.2( 连 续 保费 和 可 混合 保费 ) 下 面 介绍 保费 原理 的 另 一 个 有 趣 的 刻画 . 一 
个 保费 原理 r[] 称 为 是 连续 的 , 如 果 Fa 一 下 ( 依 分 布 收敛 ) 蕴涵 了 7[,] 一 [FJ; xf] 
称 为 可 混合 的 ,如 果 对 任意 的 分 布 函数 己 和 G, 有 r[tP+(1-t)G] = tr[F]+(1-t)x[G] 
成 立 ， 并 且 对 任意 常数 c 和 某 个 固定 的 X 有 ale] = (1 + M)c 可 以 证 明 ， 如 果 一 
个 保费 原理 r[] 是 连续 的 和 可 混合 的 ， 则 r[] 一 定 是 期 望 值 保费 原理 ， 即 7[X] = 
(1+ NEIX]. v 

最 后 我 们 给 出 Esscher 保费 原理 的 一 个 刻画 . 

定理 5.5.3 ” 设 一 个 保险 人 具有 风险 厌恶 系数 a 的 指数 效用 函数 . 如 果 他 收取 
的 保费 具有 形式 已 Ia(X)X], 其 中 yp(-) 是 一 个 连续 单调 增 函数 ， 满 足 Elp(X)] =1, 








(5.17) 
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那么 当 p(z) x e° 时 (也 就 是 说 ， 当 他 使 用 参数 为 a 的 Esscher 保费 原理 时 ), 他 的 
效用 达到 最 大 . 

证 明 ”本 定理 的 证 明 采 用 了 变 分 法 的 技巧 ， 取 自 于 Goovaerts 等 (1984). 设 
ul) 是 一 个 单调 增 且 凸 的 效用 函数 , 并 记 Y = p(X). 由 于 ol 连续 且 单 调 增 , 我 们 
AX =O). 再 记 fy) = p(y). 为 了 推导 出 一 个 充分 条 件 使 得 Blu( 一 了 (Y) + 
Elf(Y)Y))] 在 EY] = 1 的 约束 条 件 下 关于 一 切 连 续 且 单调 增 的 函数 f(-) 达到 最 
大 化 ,我们 来 研究 函数 f(y) +eg(y), 其 中 g(-) 为 任意 的 连续 函数 . 不 难看 出 ， f(y) 
最 优 而 新 函数 f(y) + colu) 不 是 最 优 意 味 着 


Blu( -FY)+ EYY] + {oY) + EWY] =0 6189 


(5.18) 右 端 导 数 等 于 
Blu(—f(Y) + ELf(Y)Y] + e{-g(Y) + Elo(Y)¥]}){-9(Y) + Elo(Y)Y]}]. (5.19) 
4e=ORt, MR 


Elu(-f(Y)+ EIf(Y)Y])g(Y)] 
= Elu(-f(Y)+ EIf(Y)Y))] Elg(Y)Y), (5.20) 


则 导数 (5.19) 式 为 0. 记 c= Blu'(—F(Y) + E[F(Y)Y])], (5.20) 可 以 改写 为 
El{w(-f(Y)+ EIf(Y)Y)) — cY }{9(¥)}] = 0. (5.21) 
因为 函数 9(.) 是 任意 的 ， 利 用 变 分 学 中 一 个 熟知 的 定理 ， 得 到 
u'(—f(y) + EIf(Y)Y]) -cy =0. (5.22) 
代入 z= f(y) Aly = ola), 可 见 
ylz) x u'(-2 + E[X¢(X))). (5.23) 
如 果 u(z) 是 指数 型 的 且 参 数值 为 a, 即 u(x) = -ae-e=, 那么 
PT) x eTA EHEIX POD oc eaz, (5.24) 


由 于 Elp(X)] = 1, 我 们 得 到 最 优 标准 化 权 函 数 为 p(z) = eaz*/E[eex]. 相应 的 保费 
就 是 具有 参数 值 h = a 的 Esscher 保费 . Vi 

请 注意 在 Esscher 保费 中 对 于 使 得 期 望 值 Elp(X)] 不 同 的 风险 变量 使 用 了 不 
同 的 权 函 数 ， 不 过 这 些 函 数 之 间 只 差 了 一 个 常数 因子 . 


§ 5.6 通过 共 保 来 降低 保费 Ss 





§5.6 通过 共 保 来 降低 保费 


BA n 个 相互 合作 的 保险 人 ， 保 险 人 i 使 用 参数 为 o 的 指数 效用 函数 ， i = 
1,2,…,n. 他 们 打算 共同 来 承保 一 个 风险 变量 S, 于 是 该 风险 变量 就 在 他 们 之 间 分 
W, EX n 个 随机 变量 Si, Sn 满足 


SEn 二 … 二 Sn (5.25) 


其 中 5; 是 第 i 个 保险 人 所 面临 的 风险 这 里 的 5 可 以 是 一 个 他 们 想 一 起 来 承担 的 
新 风险 ， 也 可 以 是 一 个 他 们 想 重新 分 配 的 保单 组 合 ， 所 需要 的 总 保费 是 


P= È = log E [e***] . (5.26) 


该 总 保费 依赖 于 5; 的 选取 . 保险 人 该 如 何 分 割 风险 5 才能 使 得 该 联营 尽 可 能 具有 
竞争 性 (即使 得 总 保费 已 尽 可 能 小 )? 
答案 是 保险 人 i 的 最 优选 择 5; 应 该 为 总 风险 5 的 一 个 固定 部 分 : 


六 = Ss, 其 中 = > as (5.27) 


所 以 ， 每 个 保险 人 应 承担 联营 风险 的 一 个 百分数 且 这 个 百分数 与 该 保险 人 的 风险 
厌恶 系数 的 倒数 成 比例 .由 (5.27) 知 ， 相 应 的 最 小 总 保费 为 


B= LiogE [es] = 10g £ [es]. (5.28) 


可 见 ， 这 mn 个 保险 人 的 联营 就 像 一 个 保险 人 一 样 ， 其 保费 由 具有 风险 厌恶 系数 a 
的 指数 保费 原理 给 出 . 

设 己 为 对 应 于 任意 一 个 分 割 51 +… ++ Sn = S 的 总 保费 ， 为 证 明 P < P, 我 
们 必须 证 明 (5.28) 比 (5.26) 小 ， 即 


1 log E [ev («Xs)| < 3 = logE [eS] h (5.29) 
i=1 i=1 * 


此 式 可 以 被 改写 为 
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(5.30) 又 等 价 于 
cam <1, (5.31) 
lu (E [ens wea 
或 者 说 a 
E |e (= 2n)| <1， 这 里 G = bos pfas] (5.32) 


从 而 我 们 只 需 证 明 (5.32) 即 可 . 注意 Elexp(Ti)] = 1, 并 且 由 定义 知 LY, a/a; = 1. 
因为 er 是 一 个 下 凸 函 数 ， 所 以 对 一 切实 数 th, --- tn, 有 


exp (x Ze) <E $ elt). (5.33) 


由 此 可 得 
em (>27) Da -E [e7] SD (5.34) 


至 此 定理 证 完 . v 
如 果 在 (5.30) 中 记 X; = exp(aS;) 和 ri = a/ai, 那么 便 得 到 了 著名 的 Hölder 
不 等 式 (见习 题 85.5 第 1B, HP n= 2p = rd =72). 


85.7 J 题 


§5.2 

1. 证 明 (5.7) 成 立 . 

2. 在 本 节 表 中 ， 如 果 红利 为 1= 2% He = 5%, 结果 如 何 ? 求 方差 保费 和 指数 保费 . 
85.3 

1. 设 X ~ Exp(1) 分 布 ， 试 求 保费 (a)~(e) 和 (h)~(j). 

2. [A] 通过 验证 关于 a 的 导数 为 正 来 证 明 "|X;a] = log(Ble**])/a 是 a 的 单调 增 函数 
( 见 例 1.3.1). 

3. 设 一 个 车 险 保单 组 合 的 总 理赔 额 服从 复合 泊 松 分 布 ， 每 个 事故 中 的 理赔 额 服从 伽 玛 分 
布 ， 试 求 相对 安全 附加 系数 为 10% 的 期 望 值 保费 . 

4. 试 求 单个 理赔 服从 伽 玛 分 布 的 复合 泊 松 风险 的 指数 保费 . 

5. 计算 习题 85.3 第 3 题 中 给 出 的 理赔 分 布 的 方差 保费 . 

6. 证 明 Esscher 保费 等 于 kx (h), 这 里 kx 是 X 的 累积 量 母 函数 . 

7. 求 下 列 分 布 的 参数 为 的 Esscher 密度 变换 Exp(a) 分 布 , B(n, p) 分 布 和 Poisson(A) 
分 布 . 

8. 证 明 X 的 Esscher 保费 是 参数 h 的 增 函数 . 

9. 求 复合 泊 松 分 布 的 Esscher 保费 . 
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10. 证 明 ， 当 a 很 小 时 ， Esscher 保费 原理 归结 为 方差 保费 原理 . 

11， 设 X 是 一 有 限 风险 且 具 有 最 大 值 b (从 而 Pr[X < b) = 1, 而 对 所 有 的 。 > 0 有 
Pr[X >b- e] > 0 成立). 记 Ta 为 X 的 指数 保费 。 证明 :lim 一 = Ta =b. 
§5.4 

1. 证 明 表 5.1 中 被 标注 了 “+” 的 那些 性 质 . 

2. 对 表 5.1 第 2 列 前 4 行 的 被 标注 了 “-” 的 那些 性 质 构造 反例 . 

3. 研究 Esscher 保费 原理 的 如 下 混合 类 型 的 可 加 性 ， 7[X] = pa[X; ha] + (1— p)r[X; ho], 
其 中 pe [0,1], 7[X; h] 是 风险 X 的 带 有 参数 h 的 Esscher 保费 . 

4. 试 对 相依 的 风险 X 和 Y 给 出 一 个 条 件 使 得 方差 保费 满足 次 可 加 性 : TIX +Y] < 
T[X] + w[Y]. 并 证 明 ， 无论 X 和 Y 的 联合 分 布 如 何 ， 标 准 差 保费 原理 都 满足 次 可 加 性 . 
85.5 

1. 为 给 出 n = 2 时 Holder 不 等 式 的 一 个 证 明 ， 设 p,q > 1 满足 3 十 3 = 1. 依次 证 明 

o mR u> 0A v> 0, M uv < 244 ( 记 u=e*/? 及 v= et/9); 

。 如 果 E[U?] = E[V*] = 1 H Pr[U > 0) = Pr{[V > 0} = 1, W E{UV] < 1; 

® IE[XY]| < EXP )/PElI¥|9)'/*. 

2. 在 上 一 题 中 令 p= 4 = 2 可 以 导出 什么 不 等 式 ? 
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本 章 研究 关于 汽车 保险 中 奖惩 方法 的 理论 .汽车 保险 是 非 寿 险 的 一 个 重要 分 
支 , 在 许多 国家 汽车 险 甚至 在 总 保费 收入 中 占 的 比例 最 大 . 汽车 险 的 一 个 显著 特点 
是 保费 的 收取 常常 极 大 地 依赖 于 该 保单 过 去 的 理赔 记录 ， 这 样 的 保费 收取 方式 令 
各 方 都 满意 ， 在 这 样 一 个 经 验 费 率 系统 中 ， 投保 人 会 由 于 没有 理赔 记录 而 获得 奖 
励 ,会 由 于 有 过 多 次 理赔 记录 而 受到 惩罚 .经验 费 率 系统 在 再 保险 中 是 常见 的 ， 而 
在 这 里 它 直 接 影响 到 消费 者 . 实际 上 ,通过 征收 具有 随机 波动 特性 的 保费 ,保险 的 
“处 于 完全 安全 的 财务 状况 下 ”这 个 最 终 目的 并 没有 达到 . 不 过 在 这 类 保险 中 不 确 
定性 极 大 地 降低 了 ， 类似 现象 在 其 它 险种 中 也 可 见 到 ， 例 如 考虑 带 有 免 赔 额 的 保 
险 ， 其 中 的 部 分 损失 额 不 必 由 保 险 公司 赔偿 . 

保险 的 本 质 在 于 “幸运 的 ”保单 持 有 人 为 “不 幸运 的 ”保单 持 有 人 买单 (概率 意 
义 上 的 利益 共同 体 ). 但 是 在 私营 保险 中 ， 利 益 共同 体 不 应 该 导致 “好 的 ”被 保险 人 
固有 地 要 为 另 一 个 “ 差 的 ” 被 保险 人 买单 这 样 一 个 局 面 . 若 保险 人 试图 将 这 种 补贴 
利益 共同 体 强加 于 客户 ， 他 将 会 看 到 “好 的 ”被 保险 人 纷纷 离 他 而 去 ， 而 留 下 来 的 
只 是 一 些 “ 差 的 " 被 保险 人 了 . 上 述 现象 有 可 能 发 生 在 含有 区 域 性 经 营 的 保险 人 的 
汽车 保险 市 场 . 在 全 国 范围 内 收取 同样 的 保费 就 会 导致 区 域 性 风险 , 试想 一 下 ,对 
处 于 交通 不 怎么 繁忙 地 区 的 驾驶 员 来 说 他 们 的 风险 相应 会 小 一 些 ， 于 是 他 们 自然 
地 想到 去 选择 一 些 保费 较 低 的 区 域 性 保险 公司 . 

至 于 为 什么 经 验 费 率 系统 能 够 在 汽车 保险 中 被 广泛 接受 而 在 健康 保险 上 不 是 
这 样 , 这 里 有 一 个 心理 上 的 原因 . 经 验 费 率 系统 中 的 奖励 被 视 为 对 细心 的 驾驶 员 的 
一 种 奖赏 , 而 对 于 事故 频 发 的 驾驶 员 来 说 , 增加 的 保费 被 视 为 对 他 追加 的 菲 有 应 得 
的 罚款 . 许多 人 认为 对 交通 秘 事 者 处 罚 得 再 严厉 和 频繁 都 不 为 过 . 然而 一 个 人 不 应 
该 因为 生 了 病 而 受到 指责 或 遭受 罚金 . 

传统 上 , 汽车 保险 覆盖 了 第 三 方 的 责任 以 及 自己 车 辆 的 损坏 情况 . 后 者 对 新 车 
驾驶 员 尤 为 重要 ， 这 是 因为 保险 公司 出 于 对 道德 危害 等 的 考虑 所 做 的 赔偿 不 超过 
汽车 的 现价 . 

86.2 介绍 荷兰 奖惩 系统 ,我 们 认为 该 系统 具有 典型 意义 ， 同时， 我 们 还 将 简要 
介绍 一 下 引入 该 系统 的 理由 .在 86.3 我 们 用 马尔 可 夫 链 对 奖惩 系统 进行 分 析 . 用 
这 种 方法 可 以 确定 这 些 系统 的 Loimaranta 功效 ， 即 关于 理赔 频数 的 平均 值 渐 近 保 
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费 的 弹性 . 在 第 7 ARAH —TEERI REAREA. RIIE 
第 8 章 的 一 个 任务 是 用 广义 线性 模型 来 研究 关于 车 险 保费 厘定 的 若干 古老 的 非 寿 
险 精算 方法 
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像 车 轮 被 多 次 重复 发 明 一 样 ， 每 个 国家 均 有 自己 的 奖惩 系 统 ， 于 19824, ih 
于 保险 市 场 的 混乱 和 面临 解体 的 危险 ， 荷 兰 当 时 最 大 的 五 家 保险 公司 对 荷兰 市 场 
进行 了 大 规模 的 研究 , 推出 了 荷兰 奖惩 系统 . 许多 荷兰 保险 公司 至 今 仍然 在 使 用 基 
于 那 时 提出 的 系统 的 变种 . 

首先 要 利用 一 些 评估 因子 来 确定 一 个 基本 保费 ， 这 些 评估 因子 包括 汽车 的 重 
其 、 价 格 、 载 重 、 汽 车 类 型 (私家 车 还 是 公司 车 ) 等 等 ， 当 然 还 包括 承保 的 范围 
如 综合 险 、 第 三 方 责任 险 或 混合 险 等 ， 该 基本 保费 是 驾驶 员 在 没有 已 知 理赔 记录 
时 须 缴纳 的 保费 ， 通 过 使 用 所 谓 的 奖 秆 标准 ， 对 “好 的 ” 和 BEA” 的 理赔 记录 分 
别 执行 奖励 和 惩罚 .经 过 一 个 无 理赔 年 度 ， 被 保险 人 上 升 一 个 台阶 ， 获 得 较 大 的 奖 
励 ; 而 如 果 有 一 个 或 多 个 理赔 记录 , 那么 被 保险 人 就 要 下 降 一 个 或 几 个 台阶 . 我 们 在 
表 6.1 描述 了 一 个 奖惩 标准 , 该 标准 给 出 了 要 付 的 基本 保费 的 百分比 以 及 经 过 0,1,2,3 
个 或 更 多 个 理赔 以 后 的 转移 . 原则 上 新 来 的 被 保险 人 应 进入 保费 水 平 为 100% 的 台 


表 6.1 ”荷兰 奖惩 系统 中 转移 规则 和 保费 百分比 


理赔 后 新 的 奖惩 水 平 
2 3+ 
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阶 . 其 它 国家 可 能 会 使 用 不 同 的 评估 因子 和 不 同 的 奖惩 标准 . 倡导 新 费 率 系统 的 一 
个 荷兰 精算 组 研究 大 约 700 000 个 保单 ， 每 个 保单 具有 50 个 特征 数据 ， 这 些 保单 
总 共有 80 000 个 理赔 ， 该 精算 组 还 研究 了 理赔 频数 和 平均 理赔 额 . 

那些 被 认为 与 保单 有 关 的 因素 并 非 都 能 用 来 作为 厘定 费 率 的 因子 ， 如 驾驶 能 
力 、 反 应 速度 、 驾 车 闻 劲 以 及 对 交通 信号 的 了 解 程度 等 都 是 难以 测量 的 ,而 行车 里 
程 却 容易 被 故意 做 假 . 对 其 中 有 些 因素 我 们 可 以 找到 一 些 替代 措施 . 例如 ,可 以 通 
过 观察 汽车 的 重量 、 车 龄 ， 以 及 使 用 的 燃料 类 型 ， 或 用 途 ( 私 用 或 者 公用 ) 等 来 很 
好 地 了 解 车 的 行驶 里 程 . 再 比如 ,只 有 那些 计划 行车 里 程 很 长 的 驾驶 员 才 选择 使 用 
柴油 发 动机 . 由 居住 区 域 可 以 推算 出 交通 密度 ,由 马力 和 汽车 重量 可 以 推算 出 驾驶 
速度 等 . 但 是 完全 利用 事先 已 知 的 数据 仍然 不 可 能 估算 出 未 来 平均 理赔 行为 ,于 是 
有 必要 把 实际 理赔 历史 作为 一 个 评估 因子 . 理赔 记录 属于 一 个 事后 因子 , 即 它 只 有 
在 下 一 个 承保 年 之 前 才 完 全 已 知 , 所 以 有 人 称 此 为 事后 保费 评估 . 但 一 般 来 讲 保费 
都 是 事先 给 定 的 . 

在 研究 中 我 们 发 现 如 下 现象 . 汽缸 容量 和 汽车 马力 几乎 提供 不 了 多 少 额外 的 
顶 测 功效 ， 这 与 汽车 重量 不 同 . 汽车 保险 实践 证 明 汽车 重量 与 总 理赔 额 ( 即 理赔 频 
数 与 平均 理赔 额 的 乘积 ) 关系 密切 ， 车 越 重 使 用 得 就 越 频繁 ， 并 且 在 事故 时 造成 损 
坏 也 就 更 大 . 汽车 重量 的 信息 可 以 在 一 些 关 于 汽车 的 正式 资料 中 查 到 ， 所 以 是 一 个 
使 用 方便 的 评估 因子 ， 在 许多 国家 ， 汽 车 的 原始 价目 表 被 作为 保险 第 三 方 损坏 时 
的 主要 评估 因子 . 不 过 这 个 方法 有 其 缺陷 ， 按 此 方法 ,驾驶 员 给 汽车 上 了 金属 抛光 
E, 或 者 安装 了 更 加 贵重 的 音频 系统 会 导致 较 高 的 第 三 方 理赔 , 这 种 推理 显然 是 不 
合理 的 . 实践 证 明 , 除了 汽车 重量 , 价目 表 也 无 助 于 改进 对 于 第 三 方 理赔 的 预测 ， 
当然 对 于 自己 车 辆 的 损坏 来 说 价目 表 不 失 为 一 个 主要 的 评估 因子 .注意 到 被 提议 
的 保费 不 可 能 正好 是 汽车 重 基 和 价目 表 的 函数 ， 不 过 它 直 接 与 这 些 数目 成 比例 . 

要 素 “ 过 去 理赔 经 历 ” 通常 以 “无 理赔 年 数 " 来 体现 ， 在 预测 未 来 理赔 时 ， 即 使 
与 其 它 评估 因子 一 起 使 用 , 该 要 素 也 不 失 为 一 个 好 的 预测 量 . 经 过 六 个 无 理赔 年 份 
后 风险 仍然 在 逐渐 减少 ， 不 过 减少 的 速度 变 缓慢 了 . 这 可 以 由 表 6.1 HE RE 
准 中 的 百分比 体现 出 来 . 此 外 ， 有 不 良 理 赔 记 录 的 驾驶 员 会 比 新 手 更 加 精 糕 ， 这 也 
证 明了 存在 超过 100% 保费 百分比 的 惩罚 等 级 是 合理 的 . 

通过 对 区 域 在 理赔 记录 上 的 影响 进行 分 析 表 明 ， 在 人 口 密度 低 的 地 方 发 生 的 
理赔 会 少 一 些 , 但 同时 理赔 额 会 稍微 大 一 些 . 区 域 的 影响 并 不 随 着 无 理赔 年 数 的 增 
加 而 消失 . 因此 ,该 影响 以 一 个 固定 的 折扣 具体 表现 出 来 ,这 使 得 大 的 保险 公司 可 
以 与 区 域 经 营 的 小 公司 进行 公平 竞争 . 

保单 持 有 者 的 年 龄 对 其 理赔 行为 的 影响 很 重要 .一 个 18 岁 的 驾驶 员 的 理赔 频 
数 大 约 是 一 个 30~70 岁 驾 驶 员 的 理赔 频数 的 4 倍 ， 导 致 这 种 差 理赔 记录 的 部 分 原 
因 是 缺乏 经 验 ， 不 过 几 年 以 后 这 种 影响 就 逐渐 消失 了 . 因此 ,保险 人 决定 不 要 基本 
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保费 随 着 年 龄 而 改变 ， 而 仅仅 是 把 年 轻 驾驶 员 列 到 奖惩 系统 中 一 个 更 为 不 利 的 水 
平 之 上 

虽然 保单 持 有 人 的 职业 以 及 汽车 的 品牌 等 因素 都 有 着 不 容 忽视 的 影响 ， 但 是 
出 于 一 些 商 业 的 原因 ， 它 们 并 没有 在 保费 评估 系统 中 得 以 表现 出 来 

对 于 奖惩 系统 中 的 转移 来 说 ,我 们 只 考虑 了 记录 在 案 的 理赔 次 数 ， 而 没有 顾及 
理赔 额 的 大 小 . 很 显然 ,我 们 可 能 构造 出 一 个 基于 理赔 额 大 小 的 奖惩 系统 ， 不 过 在 
汽车 保险 中 迄今 几乎 还 没 人 用 过 这 样 的 系统 
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奖惩 系统 是 马尔 可 夫 过 程 的 特殊 情形 在 马尔 可 夫 过 程 中 ， 随 着 时 间 的 改变 
一 个 状态 会 转移 到 另 一 个 状态 . 马尔 可 夫 性 是 指 过程 具 有 如 下 的 无 记忆 性 ; 过 程 到 
达 一 个 特定 的 状态 后 再 往 下 一 个 状态 转移 的 概率 不 依赖 于 过 程 如 何 到 达 当 前 状态 
的 . 利用 马尔 可 夫 分 析 , 我 们 可 以 求 出 驾驶 员 最 终 处 于 奖 息 系 统 各 台阶 上 的 概率 
同时 ， 马 尔 可 夫 分 析 还 可 以 帮助 我 们 判断 在 确定 代表 驾驶 员 实际 风险 的 调整 保费 
时 奖惩 系统 的 效果 如 何 

为 了 更 明白 起 见 , 我 们 先 来 看 一 个 简单 的 例子 . 设 在 一 个 特定 的 奖惩 系统 中 有 
一 位 驾驶 员 , 如 果 他 在 前 两 年 中 的 任何 一 年 有 理赔 记录 , 那么 他 需要 缴纳 一 个 较 高 
的 保费 c; 否则 ， 他 只 需要 缴纳 保费 a, a < c. 为 了 用 一 个 奖惩 标准 来 描述 该 系统 ， 
我 们 要 注意 的 是 需要 缴纳 高 保费 的 有 两 组 驾驶 员 , 一 组 的 理赔 发 生 在 去 年 ,另外 一 
组 的 理赔 发 生 在 前 年 . 因此 这 里 有 三 个 状态 ， 

1. 理赔 发 生 在 去 年 ， 所 以 在 上 一 次 保单 续 保 时 支 付 保费 c 

2. 去 年 没有 理赔 而 前 年 发 生 了 理赔 ， 支 付 保费 c; 

3. 去 年 和 前 年 都 没有 理赔 ， 支 付 保费 a. 
设 一 个 驾驶 员 在 一 个 保单 年 度 里 发 生 一 个 或 多 个 理赔 的 概率 为 p, 首先 我 们 来 求 其 
转移 概率 ， 如 果 给 定 前 两 年 中 有 一 个 理赔 发 生 ， 那 么 该 驾驶 员 会 跌 到 状态 1, 或 状 
态 要 上 升 一 个 水 平 ， 于 是 我 们 得 到 下 面 的 具有 转移 概率 pj (由 状态 i 到 状态 7 的 


概率 ) 的 转移 矩阵 P: 
pq 0 
P=|p 0 9|. (6.1) 
p 0 q 


书 是 一 个 随机 和 矩阵， 每 行 表示 一 个 进入 各 状态 的 概率 分 布 ， 从 而 所 有 元 素 都 是 非 
负 的 . 同时 ， 所 有 的 行 和 Djp 都 等 于 1, 这 是 由 于 从 任何 一 个 状态 i 开始 ， 过 程 
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0 S 


BOE P 对 应 于 特征 值 1 的 一 个 右 特征 向 量 为 (1,1 1)7. 记 方 为 每 个 驾驶 员 在 初 
始 时 刻 t = 0 处 在 状态 7 = 1,2,3 OK, WE LS SOR At ht fs=1, 再 记 行 
向 量 1(0) = (fi, fo, fa). 通常 情况 下 初始 状态 i 是 已 知 的 ， 从 而 fi 等 于 1. 时刻 0 
处 于 状态 i 且 一 年 后 状态 从 i 转换 到 7 的 概率 等 于 fipij. 由 此 可 见 ， 从 一 个 初始 状 
态 集 合 (初始 状态 为 i 的 概率 为 fi) 出 发 一 年 后 处 于 状态 j 的 总 概率 等 于 YD, Sipi 
利用 矩阵 记号 ， 下 面 的 向 量 !(1) 给 出 了 驾驶 员 一 年 后 所 处 状态 的 概率 分 布 : 
p a 0 
11) =10)P = (fis fafs) | p 0 @ |= mahal + fs))- (6.3) 
p 0 q 
都 驶 员 在 发 生 一 个 理赔 时 就 跌 入 状态 1, 其 进入 该 状态 的 概率 为 p = plf + fot f3). 
当 没 有 理赔 发 生 时 ， 驾 驶 员 可 能 会 进入 高 一 级 状态 .由 于 
p 4a 0 
1(2) =1(1)P = (pafil f2 + fs)) | p 0 q |=(p,pg,q), (6.4) 
p 0 q 

两 年 后 所 处 状态 的 概率 分 布 !(2) 应 该 与 !(0) 独立 . 换言之， 两 年 后 的 状态 不 依赖 
于 当前 状态 ， RRR CRANE 类 推 下 去 ， 可 见 !(3) = 
W(4) = 1(5) = … = 1(2). 因此 1(00) := limt-o (t) = !(2). 向 量 !(co) 被 称 为 稳 态 分 
Hi. — ROACHES Se Sk HAN. 不 过 对 一 个 矩阵 求 平方 的 运 
算 会 非常 快 ， 并 且 对 已 做 10 次 这 样 的 运算 之 后 就 已 经 得 到 了 PA, 这 个 和 矩阵 的 
每 个 元 素 ry 可 以 被 解释 为 由 初始 状态 i 出 发 在 1024 年 以 后 进入 状态 j 的 概率 . 
对 于 规范 的 奖惩 系统 来 说 ， 这 样 一 个 概率 既 不 会 太 多 地 依赖 于 初始 状态 i 也 不 会 
与 从 状态 i 出 发 经 过 无 穷 年 后 到 达 状 态 j 的 概率 相差 太 大 . 因此 PA 所 有 的 行 实 
际 上 将 等 于 一 个 稳 态 分 布 。 但 是 我 们 还 有 如 下 一 个 更 正式 的 方法 来 求 这 个 分 布 . 
首先 ， 注 意 到 





必须 进入 某 个 状态 j. 显然 


äm I¢+1)= lim (HP, 从 而 Io) = U(oo) P. (6.5) 


这 说 明 稳 态 分 布 (co) 是 P 对 应 于 特征 值 1 的 左 特征 向 量 . 为 求 I(o0), 我 们 只 
需求 出 线性 方程 组 (6.5) 的 一 个 非 平凡 解 即 可 ， 该 方程 组 等 价 于 一 个 齐 次 方程 组 
(PT 一 DT(eo) = (0,0,…,0)7. 为 了 使 得 (co) 为 一 个 概率 分 布 ， 我 们 需 把 它 除 上 
其 各 个 分 量 之 和 以 标准 化 .鉴于 (0) = limo l(t), 向 量 (co) 的 所 有 分 量 必须 
是 非 负 的 . 
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注 6.3.1( 状 态 的 初始 分 布 ) 没有 必要 将 !(0) 取 为 一 个 概率 分 布 ， 例如 ， 取 之 
为 !(0) = (1000,0,0) 也 是 有 意义 的 ， 以 这 种 方式 我 们 可 以 考察 处 在 初始 状态 1 的 
1000 个 驾驶 员 . 与 !(0) 有 所 不 同 ， 向 量 1(1), 1(2),--- 以 及 U(oo) 并 不 表示 处 在 一 个 
特定 状态 下 驾驶 员 的 精确 数目 , 而 仅仅 表示 这 些 数目 的 平均 值 . 实际 数目 是 服从 二 
项 分 布 的 随机 变量 ， 此 处 二 项 分 布 对 应 的 概率 模型 中 成 功 的 概率 为 在 给 定时 间 处 
于 特定 状态 的 概率 . 
功效 

奖 生 系 统 的 最 终 目的 是 使 得 每 个 人 缴纳 的 保费 尽 可 能 地 接近 于 其 年 理赔 额 的 
平均 值 . 为 了 研究 一 个 奖惩 系统 是 否 能 有 效 地 实现 这 个 目的 ， 我 们 必须 来 看 看 保 
费 是 如 何 依赖 于 理赔 频率 和 的 . 为 此 ， 假 定 随机 的 理赔 频率 可 以 用 一 个 泊 松 过 程 
来 描述 ( 见 第 4 章 ). 因此 ， 每 年 的 理赔 次 数 服从 Poisson(A) 分 布 ， 并 且 每 年 有 一 个 
或 多 个 理赔 发 生 的 概率 为 p = 1 - e>. 我 们 称 要 缴纳 的 渐 近 保费 的 平均 值 为 稳 态 
保费 . 该 稳 态 保费 当然 依赖 于 X, 在 上 面 的 例子 中 ， !(co) = (ppa) 且 保 费 等 于 
(c ca), 于 是 稳 态 保费 为 


b(A) = c(p 十 pg) + ag? = c(1 — e~*) + ae~. (6.6) 


这 就 是 在 初始 状态 影响 已 经 消失 以 后 要 缴纳 的 平均 保费 . 原则 上 , 这 个 保费 应 该 与 
和 成 比例 ， 这 是 因为 理赔 频数 强度 为 ^ 的 驾驶 员 的 平均 年 理赔 总 额 等 于 单个 平均 
理赔 额 的 倍 ， 并 且 我 们 已 经 假设 了 单个 理赔 额 与 理赔 频数 独立 .定义 关于 奖惩 
系统 的 如 下 函数 ， Ds _À db(A) _ dlogd(A) (6.7) 
(J dX ~ dlogd ” : 

并 称 之 为 Loimaranta HR; 上面 最 后 一 个 等 式 可 以 由 链 式 法 则 来 证 明 . el) 表 
示 稳 态 保费 OA) 关于 和 的 弹性 .对 于 充分 小 的 h, 可 以 证 明 : 如 果 入 以 1+h 倍速 
BEIM, BBA b(A) 将 近似 以 1 + elh 倍速 度 增加 ， 所 以 

BAC + h)) = B(A)(1 + (AJA). (6.8) 
理想 的 情况 是 功效 应 当 满足 eA) < 1. 对 于 上 面 的 具有 三 个 状态 的 特例 来 说 ， 由 
D(A) 的 清晰 表达 式 (6.6) 可 知 其 功效 等 于 

2Ae~?(c — a) 

c(1 — e~?4) + ae~?" 
由 于 稳 态 保费 并 不 依赖 于 初始 状态 , 所 以 其 Loimaranta 功效 也 不 依赖 于 初始 状态 ， 
尽管 两 者 均 依赖 于 理赔 频数 入 . 

注 6.3.2( 功 效 小 于 1 意味 着 差 驾 驶 员 占便宜 ) ”在 各 种 系统 中 保费 百分比 均 为 
正 的 有 限 数 ， 即 b(0) > 0 F blo) < oo. 在 许多 实际 的 奖惩 系统 中 ， 对 于 所 有 的 入 
有 0< e(A) <1. 例如 ， 当 a < c 时 公式 (6.9) 对 应 的 情形 便 是 如 此 (见习 题 86.3 第 
4 题 ). FE, 





e(A) = (6.9) 
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da bd) PA 1 1 
Dey = Fay TAT HEM 1) <0. (6.10) 


所 以 log * 关于 和 单调 下 降 , 此 外 , 当 入 10 时 O SAF oo, 当 和 一 oo 时 HY 
会 趋 于 0. 所 以 存在 一 个 理赔 频率 Xo 使 得 = Xo 时 的 稳 态 保费 正好 等 于 纯 保费 . 
对 应 于 A > Ao 的 驾驶 员 缴纳 的 保费 比 他 们 应 缴 的 要 少 ， 而 对 应 于 A < do 的 驾驶 
员 缴 纳 的 保费 比 他 们 应 缴 的 要 多 .这 意味 着 从 好 的 驾驶 员 到 差 的 驾驶 员 之 间 有 一 
个 资金 转移 ， 该 奖惩 系统 的 规则 对 差 的 驾驶 员 惩罚 得 不 够 (见习 题 86.3 第 4 题 ). 

注 6.3.3( 奖 金 饥 淘 症 ) ” 设 一 个 具有 理赔 概率 p 的 驾驶 员 处 在 上 述 系统 中 的 状 
态 3, 一 次 事故 给 他 造成 的 损失 额 为 上 如 果 他 不 是 必须 要 将 此 事故 损失 报告 给 保险 
公司 ， 那 么 什么 情况 下 报告 给 保险 公司 对 自己 有 利 ? 

正如 有 些 保单 所 允许 的 那样 ， 假 定 他 只 需要 在 12 月 31 日 来 决定 是 否 要 向 保 
险 公司 索赔 , 从 而 使 得 此 次 事故 让 保险 公司 记录 在 案 , 此 处 假定 在 该 保单 年 内 除 此 
事故 外 无 其 它 事 故 发 生 ， 由 于 2 年 以 后 该 特定 的 理赔 对 他 在 奖惩 系统 中 位 置 的 影 
响 就 会 消失 , 我 们 现在 以 2 年 为 期 限 . 他 在 接 下 来 的 2 年 里 的 花费 (保费 加 上 损失 ) 
依赖 于 他 是 否 向 公司 索赔 以 及 来 年 是 否 有 理赔 发 生 ， 如 下 所 示 ， 





下 年 无 理赔 下 年 有 理赔 
不 索赔 a+a+t a+c+t 
索赔 c 十 c e+e 


如 果 索 赌 能 够 减少 他 的 平均 损失 ， 他 当然 要 向 公司 索赔 ， 所 以 考虑 
(1—p)(2a+t)+pla+c+t)>2c  t>(2—p)(c—a). (6.11) 


由 (6.11) FY A MARRIR Ty ZS] PR FER, BOE SEB EAE BE 
BBS. 这 种 在 实际 中 并 非 不 重要 的 现象 称 之 为 奖金 饥 渴 症 . 另 一 方面 ， 保 险 公司 
也 没有 得 到 应 得 的 保费 ， 因 为 该 被 保险 人 实际 上 隐瞒 了 自己 是 一 个 差 驾驶 员 的 事 
K. 不 过 鉴于 对 小 额 理赔 处 理 起 来 需要 一 定 的 操作 费用 , 被 保险 人 是 否 为 了 小 额 损 
失 向 公司 索赔 对 保险 公司 来 说 也 就 无 所 谓 了 . 

有 许多 文献 从 精算 学 和 随机 运筹 学 的 角度 对 该 现象 进行 了 研究 ， 在 这 些 文献 
中 使 用 的 模型 非常 精细 ， 例 如 使 用 更 长 的 时 间或 者 无 穷 时 间 ， 并 带 有 折 限 等 ， 此 
外 ， 理 赔 时 间 也 成 为 了 一 个 重要 因素 . 

È 6.3.4( 稳 态 保费 和 Loimaranta 功效 ) ”为 求 某 个 奖惩 系统 的 稳 态 保费 以 及 
Loimaranta 功效 ， 我 们 按照 如 下 步骤 进行 . 设 ”表示 状态 的 个 数 , 为 简化 记号 ， 
我 们 引入 函数 tiy(k), ij = 1,2,…,n, 来 表示 转移 规则 : 
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wo-{ L 如 果 一 年 中 有 个 理赔 ， 则 从 状态 i 转 到 状态 j; (6 12) 
, 其 它 . 
从 状态 i 到 状态 7 的 转移 概率 (参数 等 于 A) 为 

PaA) = Dpr Mts(k). (6.13) 


k=0 


下 面 考虑 初始 分 布 (0) = (1(0),…,ln(0)), 这 里 0) 表示 在 时 刻 t = 0 发 现 一 个 
保单 处 在 状态 j 的 概率 ，j = 1,2,…,n. 那么 在 时 刻 上 + 1 发 现 一 个 保单 处 在 不 同 
状态 的 概率 向 量 可 以 表示 为 


b+) = uPO), t=0,1,2,.…. (6.14) 
i=l 
对 于 每 个 上 有 L(t) 之 和 为 1. 在 稳定 状态 下 ， 取 极限 t 一 oo 得 
fal 


bl) = J 4(00)Py(A), H Dho) = 1. (6.15) 
j=l 


如 前 所 述 , 稳 态 分 布 向 量 !(co) = (11(o0),…,ln(oo)) 是 矩阵 已 对 应 于 特征 值 1 的 左 
特征 向 量 . 在 稳 态 下 ,我 们 可 以 得 到 理赔 频数 为 的 渐 近 平均 保费 ( 即 稳 态 保费 ): 


b(A) = Doli(00)b;, (6.16) 
j=1 


其 中 bj 是 状态 j 的 保费 ， 注 意 到 4;(o0) 依赖 于 A, 但 不 依赖 于 状态 的 初始 分 布 . 

车 利用 一 个 程序 计算 出 (6.16) 中 的 MA), 我 们 就 很 容易 求 出 Loimaranta 功效 
e(A) 的 近似 值 . 我 们 所 要 做 的 就 是 应 用 (6.8). 不 过 也 有 可 能 精确 地 计算 出 功效 e( 和 ). 
3 1A) = 5(oo), 则 





BO) Sy HA -wo (6.17) 


其 中 gA) = GY. 这些 导 函数 可 以 通过 对 方程 组 (6.15) 两 边 同时 求 导 来 得 到 . 易 
见 下 列 方程 成 立 


oj(A) = Day + yu DPS (A (6.18) 


i=1 
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其 中 Pi(^) 的 导数 等 于 
PA) = = Hy) = eA test +1)-ty(h)). (6.19) 
k=0 : k=0 


HFEA A, AUD, 9;() = 0, 可 以 通过 求解 相应 的 线性 方程 组 来 得 到 功效 (A). 
于 是 ， 可 以 按照 功效 来 比较 各 种 不 同 的 奖惩 系统 ， 例 如 可 以 比较 当 A 取 (0.05, 0.2] 
中 某 些 值 时 对 应 的 e(A) 图 形 ， 或 者 可 以 观察 e(A) 的 加 权 平 均值 等 . 


86.4 J 题 


86.2 

1. 设 有 一 个 荷兰 驾驶 员 ， 起 初 以 水 平 100% ALERS, M 7 个 保单 年 没有 理赔 记录 ， 
在 第 8 个 保单 年 有 一 个 理赔 记录 ， 在 接 下 来 的 3 年 中 又 没有 理赔 记录 ， 试 求 该 驾驶 员 需 要 缴纳 
的 关于 基本 保费 的 百分比 ， 如 果 他 的 那个 理赔 发 生 在 第 二 个 保单 年 ， 他 应 缴纳 的 保费 总 和 会 不 
会 不 同 ? 
§6.3 

1. 证 明 (6.8). 

2. 对 于 (6.1) 中 的 P, 计算 P?. 其 元 素 有 什么 意义 ? 你 能 够 据 此 直接 看 出 !(2) = 1(o0) 成 
立 吗 ? 

3. 考察 本 节 那 个 具有 三 个 状态 的 例子 ， 如 果 在 状态 2 上 的 保费 是 a 而 不 是 c R el). it 
论 现在 该 系统 可 以 只 用 两 个 状态 来 描述 ， 并 求 已 和 l(co). 

4. WEI: 在 (6.9) 中 ， 对 于 满足 a < c 的 每 一 个 和 e 有 e(A) <1. 何 时 el) 接近 于 1? 

5. 设 利率 为 i, 请 在 保单 年 末 重 新 对 一 个 理赔 计算 (6.11). 

6. [A] 试 利用 (6.17)~(6.19) 的 方法 来 计算 Loimaranta 功效 (6.9). 


7. 设 转移 概率 矩阵 
a l-a 
P= (6.20) 
0.5 05 


的 稳定 状态 向 量 为 ( 吝 , 5). BOR a 的 值 . 
8. 如 果 对 于 在 稳 态 保费 ， 当 和 = 0.050 时 有 b(A) = 100, 而 当 A = 0.051 时 有 b(A) = 101, 
试 估计 在 A = 0.05 时 的 Loimaranta 功效 e(A) = SREO, 
9. 对 于 下 列 转移 概率 矩阵 
e-( 人 (6.21) 
sl-s 


如 果 其 稳 态 分 布 向 量 为 (p, 1 一 p), 试 确定 。 和 t 之 间 的 关系 . 
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§7.1 引 言 


在 保险 实务 中 ， 我 们 往往 需要 在 下 面 的 情况 下 对 一 组 保险 合同 来 确定 一 个 保 
费 , 我 们 有 关于 该 组 本 身 的 一 些 理 赔 记录 , 但 是 在 与 其 或 多 或 少 相关 的 更 大 的 一 组 
保险 合同 上 我 们 有 更 多 的 理赔 记录 ， 于 是 问题 就 转化 为 如 何 建立 一 个 经 验 费 率 系 
统 来 确定 下 一 年 的 保费 ， 使 得 不 仅 要 考虑 到 该 组 个 体 理赔 记录 还 要 考虑 到 集体 理 
RER. 这 里 有 两 个 可 能 的 极端 . 一 个 极端 是 对 每 一 个 成 员 收 取 同 样 的 保费 ,该 保 
费 由 数据 的 总 平均 数 来 估计 ， 在 齐 次 保单 组 合 下 这 个 保费 是 可 行 的 ， 保 单 组 合 
的 齐 次 性 意 指 所 有 的 风险 单元 具有 同样 的 平均 理赔 . 但 是 在 非 齐 次 保单 组 合 下 , 那 
些 具有 “好 ”风险 属性 的 成 员 就 会 到 别 的 地 方 去 投保 ， 而 留 给 保险 人 的 只 有 那些 具 
有 “ 坏 ” 风险 属性 的 成 员 了 ， 另 一 个 极端 是 对 组 j 的 成 员 收取 的 保费 等 于 该 组 自己 
的 平均 理赔 Xj 在 非 齐 次 保单 组 合 下 这 种 保费 是 可 行 的 ， 不 过 只 有 在 每 组 的 理赔 
记录 足够 多 时 我 们 才 可 以 运用 它们 . H 20 世纪 初 以 来 ， 人 们 就 常常 想到 了 一 个 折 
圳 方案 ， 即 考虑 这 两 个 极端 的 加 权 平均 ， 

zX; + (1—2;)X. 

系数 z 表示 第 j 单元 的 个 体 理赔 记录 的 可 信 程度 ， 我 们 称 之 为 信 度 因子 ; 我 们 称 
由 (7.1) 这 样 制 定 的 保费 为 一 个 信 度 保费 . 因为 保单 组 合 一 般 既 不 可 能 是 齐 次 的 ， 
也 不 可 能 是 非 齐 次 的 ， 基 于 集体 和 个 体 理赔 记录 来 收取 保费 的 办 法 被 证 明 是 可 行 
的 . 第 了 组 的 风险 变量 具有 与 其 它 组 风险 变量 共同 的 一 些 属性 ,但 是 它们 自身 也 具 
有 一 些 特性 

在 下 面 的 情形 下 可 以 取 zj 接近 于 1， 我 们 有 大 量 的 关于 第 j 单元 风险 的 观测 
数据 , 或 单元 风险 的 波动 较 小 ,再 或 组 与 组 之 间 的 波动 较 大 . 有 两 种 方法 可 以 用 来 
确定 z 的 值 .在 被 限制 浮动 信和 度 理论 中 ， 当 一 个 单元 有 足够 多 的 记录 时 ， 我 们 
给 定 该 单元 一 个 完全 信 度 z = 1. 这 意味 着 在 个 体 均值 中 至 少 具有 某 个 相对 误差 
的 概率 不 超过 一 个 给 定 的 门限 . 如 果 不 是 这 样 的 话 , 信 度 因子 等 于 实际 呈现 的 记录 
与 完全 信 度 所 需 的 记录 的 比值 . 更 有 趣 的 一 个 信 度 理论 是 最 大 精度 信 度 理论 , 按照 
该 理论 信 度 因子 被 推导 为 具有 方差 分 量 的 Bayes 模型 的 一 些 最 优 系数 .该 模型 由 
Biihlmann 于 1960 年 左右 引入 . 

注意 到 除了 理赔 额 之 外 , 数据 也 可 以 涉及 一 些 损失 比 , 如 理赔 额 与 保费 的 比 ， 


(7.1) 
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或 者 理赔 占 承 保 总 额 的 百分比 等 等 . 一 个 单元 的 理赔 记录 常常 只 关系 到 一 个 合同 ， 
该 合同 在 许多 时 间 段 内 被 观察 ， 不 过 也 有 可 能 一 个 单元 含有 多 个 同样 的 合同 . 

在 实际 中 ， 我 们 只 在 拥有 非常 少 的 数据 时 才 使 用 信 度 保费 ， 如果 有 一 些 以 间 
接 变量 的 形式 出 现 的 附加 信息 ， 我 们 或 许 还 可 以 使 用 在 下 一 章 要 描述 的 广义 线性 
模型 (GLM) 的 办 法 . 但 现在 的 主要 问题 是 确定 我 们 必须 使 用 多 少 实际 数据 ， 见 注 
7.2.7 和 习题 87.4 第 7 题 . 

在 87.2 中 ， 我 们 将 用 一 个 基本 的 模型 来 阐明 信 度 理论 的 一 些 思想 .在 该 模型 
中 合同 j 于 时 间 段 上 的 理赔 总 额 Xjt 被 分 解 成 三 个 单独 的 分 量 ， 第 一 个 分 量 是 总 
体 均值 m, 第 二 个 分 量 是 特定 的 合同 j 的 理赔 额 与 总 体 均值 的 偏差 第 三 个 分 量 是 
在 特定 的 时 间 段 上 内 的 理赔 额 与 总 体 均值 的 偏差 .我们 假设 这 些 偏差 是 一 些 独立 
的 随机 变量 ， 于 是 在 理赔 额 之 间 就 存在 一 个 协 方差 结构 ， 在 该 结构 下 以 最 小 化 某 
个 平方 和 的 方法 我 们 可 以 推导 出 各 分 量 的 估计 . 87.3 将 说 明 这 些 协 方差 结构 以 及 
最 优化 估计 基 还 可 以 出 现在 更 一 般 的 模型 之 中 .进一步 我 们 要 对 这 个 基本 模型 的 
一 些 可 能 的 推广 给 出 一 个 简短 的 评论 . 在 87.4, 我 们 研究 Bühlmann-Straub 模型 ， 
在 该 模型 中 观察 值 被 用 不 同 的 精度 来 测量 .在 87.5 中 ， 我 们 将 给 出 来 自 于 汽车 保 
险 领域 的 一 个 应 用 , 其 中 理赔 次 数 是 一 些 服 从 泊 松 分 布 的 随机 变量 ,其 结构 参数 假 
设 服 从 一 个 伽 玛 分 布 . 





87.2 平衡 Bihlmann 模型 


为 了 阐明 关于 信 度 理论 的 一 些 思想 ， 本 节 我 们 研究 一 个 程式 化 的 信 度 模型 

用 随机 变量 Xjt 来 表示 单元 j 在 第 上 年 的 理赔 统计 量 ， 其 中 j = 1,2,…,J. 为 了 简 
单 起 见 ， 设 该 单元 只 含有 一 个 合同 ， 并 且 每 个 单元 在 7 个 时 间 段 被 观测 ， 所 以 对 
每 一 个 j, 角 标 t 取 值 于 t = 1,2,…,T. 设 这 个 理赔 统计 量 是 一 个 单元 均值 mi 与 
一 个 白 噪声 的 和 ， 即 所 有 的 Xy 相互 独立 且 服 从 Nm, s?) 分 布 ， 对 应 于 每 个 单元 
的 均值 m; 可 能 不 相等 ， 但 是 方差 s > 0 是 相同 的 . 我 们 可 以 用 大 家 熟知 的 方差 
分 析 (ANOVA) 的 统计 技巧 来 检验 所 有 组 的 均值 是 否 相等 . 如果 原 假设 “所 有 m 
相等 ”不 成 立 ， 那 么 单元 平均 X; 与 总 体 平均 X 之 间 的 差异 比 预 想 的 要 大 ， 由 此 
我 们 来 看 如 下 称 之 为 组 问 平方 和 ( 记 为 SSB) 的 这 个 随机 变量 : 


J 
SSB = JTX; - X}. (7.2) 
j=l 


可 以 证 明 , 在 原 假设 “所 有 均值 mj; 相等 F, 随机 变量 SSB 具有 均值 (J 一 1)82. 由 
FRA, 我们 必须 另外 估计 该 参数 . 该 估计 可 以 有 下 面 的 称 之 为 组 内 平方 和 ( 记 
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为 SSW) 来 推导 : ae 

SSW = D> (Xj — X5)?. (7.3) 

j=1 t=1 
易 见 随机 变量 SSW 具有 均值 J(T—1)s?. 对 SSB 除 以 J—1 且 对 SSW 除 以 J(T 一 1) 
可 得 到 另外 的 两 个 随机 变量 , 分 别称 之 为 组 冯 均 方 和 (MSB) 和 组 内 均 方 和 (MSW)， 
每 个 的 均值 都 是 s?. 我 们 现在 可 以 执行 一 个 F- 检验 ， 对 比 MSW 来 说 MSB 取 
大 值 预示 着 原 假设 “所 有 组 的 均值 相等 ”必须 被 拒绝 ， 检 验 统计 量 是 所 谓 的 方差 
比 (或 称 F- H): 
_MSB _ ETA; -X)? 
~ MSW TT Lj Lel X je- X 5)?" 
在 原 假设 之 下 ，SSB 除 以 s? 之 后 服从 X31 分 布 , 而 SSW 除 以 s? 后 服从 Xir- 
分 布 ， 进一步 ， 我 们 还 可 能 证 明 这 些 随机 变量 是 相互 独立 的 ， 所 以 比值 F 服从 
已 -hv-D 分 布 ， 这 些 陈述 的 证 明 可 以 在 许多 数理 统计 教科 书 中 标题 为 “ 单 因素 
方差 分 析 ” 里 面 找到 .FF 的 临界 值 可 以 在 F- 表 (Fisher 分 布 ) 里 面 查 到 . 
例 7.2.1 (一 个 非 齐 次 保单 组 合 ) ” 设 我 们 有 如 下 的 对 3 个 组 5 年 的 观测 数据 : 


F 





(7.4) 





t=1 t=2 t=3 t=4 t=5 X; 
j=l 99.3 93.7 103.9 92.5 110.6 100.0 
j=2 112.5 108.3 118.0 99.4 111.8 110.0 
j=3 129.2 140.9 108.3 105.0 116.6 120.0 


读者 可 以 验证 ， MSB 等 于 500, 自由 度 为 2, 而 MSW 等 于 109, 自由 度 为 12. 于 是 
F = 46, 这 与 水 平 为 95% 的 临界 值 3.89 比较 起 来 数值 过 大 了 . 我 们 的 结论 是 这 些 
数据 表明 每 组 的 平均 理赔 不 全 相等 . v 

如 果 原 假设 没有 被 拒绝 ， 那 么 就 没有 明显 令 人 信服 的 统计 证 据 表明 该 保单 组 
合 是 非 齐 次 的 . 因而 ,我 们 必须 对 每 一 个 合同 索取 同样 的 保费 . 在 原 假设 被 拒绝 的 
情况 下 ， 单 元 的 均值 mi 之 间 存在 显著 差异 .此 时 ， 我 们 可 以 视 这 些 数字 mj 为 一 
些 固定 的 未 知 数 , 然后 再 设法 找到 它们 满足 的 方程 组 , 例如 可 以 采用 对 一 些 间接 数 
据 作 回归 的 办 法 ， 另 一 个 方法 是 假设 这 些 数字 m; 是 由 一 个 随机 机 制 生成 了 ,例如 
这 个 随机 机 制 为 一 个 白 噪声 (类 似 于 前 面 刻画 组 内 理赔 量 与 组 内 均值 之 间 差 异 的 那 
个 白 噪声 ). 这 表明 我 们 可 以 把 理赔 统计 量 作 如 下 分 解 : 


Xi=m+Ej +E j=l, t=1,--,T, (7.5) 
其 中 E; 和 Sjt 是 两 个 独立 的 随机 变量 ， 满 足 
BIS] = EIEi] =0, Var[Ei] =a, Var[Eit] = 3. (7.6) 
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因为 (7.5) 中 "Xj 的 方差 等 于 其 分 量 的 方差 之 和 ， 我 们 称 形 如 (7.5) 这 样 的 模型 为 
方差 分 重 模型 . 模型 (7.5) 是 所 谓 的 经 典 Biihimann 模型 的 一 个 简化 形式 ， 这 是 由 
于 我 们 在 此 假设 了 分 量 之 间 的 独立 性 , 而 Bihlmann 仅 假设 它们 的 相关 系数 等 于 0. 
我 们 称 此 处 的 模型 为 FA; Biihlmann RY, 在 该 模型 中 所 有 的 观测 的 方差 相等 ， 所 
有 单元 的 保单 数目 相等 . 

模型 (7.5) 中 每 个 分 基 的 解释 如 下 : 

1. m 是 总 平均 , 它 等 于 该 保单 组 合 中 任何 一 个 保单 持 有 人 的 理赔 额 的 期 望 值 . 

2. E 表示 第 j 个 合同 的 理赔 与 第 j 个 合同 理赔 均值 之 间 的 随机 偏差 . 给 定 
Si = €, 随机 变量 Xj 的 条 件 期 望 等 于 m + €. 它 表 示 的 是 当 观 测 时 间 长 度 T É 
于 无 穷 时 逐年 理赔 的 长 期 平均 值 . 分 量 Si 刻画 了 这 个 特定 合同 的 风险 属性 ;均值 
EE; 等 于 0, 它 的 波动 刻画 了 合同 之 间 的 差别 . Si 的 分 布 称 之 为 结构 分 布 , 描述 
的 是 保单 组 合 的 风险 结构 . m, a 和 s? 称 之 为 结构 参数 . 

3. 分 量 Si: 表示 第 t 年 理赔 偏离 长 期 平均 值 的 大 小 .它们 刻画 了 一 个 合同 的 
内 部 变动 情况 ， 是 保单 持 有 人 在 好 运气 和 坏 运 气 之 间 理赔 记录 的 变异 情况 . 

注意 到 在 上 述 模 型 中 ， 对 固定 的 j, 随机 变量 Xj 是 相依 的 , 这 是 由 于 它们 共 
享 了 一 个 风险 属性 分 量 三 

在 接 下 来 的 定理 中 , 我 们 要 为 尚未 被 观测 的 随机 变量 Xir+1 寻找 一 个 预报 量 
我 们 要 求 该 预报 量 是 那些 可 以 观测 的 X11,… ,XJr 的 一 个 线性 组 合 ， 且 与 Xj,T41 
均值 相同 ， 此 外 ， 其 均 方 误差 必须 是 最 小 的 ， 在 模型 (7.5) 下 ， 我 们 证 明 该 预报 基 
具有 信 度 形式 (7.1), 所 以 它 是 个 体 理赔 记录 与 总 平均 理赔 的 一 个 加 权 和 . 该 定理 还 
为 我 们 提供 了 信 度 因子 z; 的 最 优 值 ， 我 们 想 知道 在 下 一 时 间 段 T + 1 必须 赔付 的 
理赔 额 的 最 优 巴 报 量 , 因为 它 是 我 们 必须 向 这 个 合同 索取 的 保费 . 关于 分 布 的 那些 
假设 对 所 有 时 间 段 t = 1,…, 了 T+ 1 者 成立， 在 下 面 的 定理 中 我 们 没有 用 到 正 态 假 
设 . 

定理 7.2.2( 平 稀 Biihimann 模型 ， 齐 次 估计 基 ) ” 设 合同 j 在 时 间 段 t 的 理赔 
额 Xit 可 以 表示 为 如 下 的 独立 随机 分 量 之 和 : 


Xi =m+t3ta j= t=1..,T+l, (7.7) 


其 中 随机 变量 列 =; 是 iid 的 ， E[S;] = 0, Var[=;] = a, 同时 对 所 有 的 了 和 ,随机 
变量 列 Sj. 也 是 iid 的 ， 且 Elsj] = 0, Var[it] = s?. 进一步 假设 随机 变量 列 S; 与 
Sit 相互 独立 . 

于 是 , 在 所 有 的 齐 次 线性 组 合 g11Xi1+.…+gsrXJr 中 , 使 得 在 均 方 误差 (MSE) 
意义 下 ， 即 最 小 化 


EU{Xj,r41 ~ gu Xn 一 … 一 grrXrry， (7.8) 
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Xir 的 最 佳 无 偏 预 报 量 等 于 信和 度 保费 
zXj+ (1— 2z)X, (7.9) 
其 中 
aT 
= Tr (7.10) 
是 最 优 信 度 因子 (在 当前 条 件 下 对 所 有 的 ; 相等 )， 
J T 
F=Ly yx (7.11) 
IE j=1 t=1 ` 
是 m 的 整体 估计 ， 且 
和 
Xj3= FLX: (7.12 
iF 2 jt ) 
是 m 的 组 内 估计 量 . 


证 明 ”由 独立 同 分 布 的 假设 ， 当 iA j 时 随机 变量 Xi 和 Xit 是 可 直 换 的 . 由 
Ate, (7.8) 有 唯一 的 最 小 值 . 由 于 对 称 性 ， 在 最 优 的 时 候 所 有 的 ga (CA3) 必须 
相同 ， 我 们 可 以 对 gi t=1,---,7, 作 同 样 的 讨论 ， 由 此 以 及 无 偏 性 的 限制 ， 可 见 
具有 最 小 均 方 误差 的 齐 次 线性 估计 量 必须 对 某 个 z 具有 (7.9) 的 形式 . 我 们 只 需 找 
到 它 的 最 优 值 . 

由 于 Xj, Xj 和 X 都 具有 均值 m, 我 们 可 以 改写 均 方 误 差 (7.8) 如 下 : 

BUX jr — (1 — 2)X — 2X5} 
= El{Xjr41 — X - (Xj - X)P] 
= El{Xsr+1 - XP] - 22E{X;,r+1 — XHX; — RH + PEEK, ~ XP] 
= Var[Xj.r41 — X] - 2zCov[Xir+l — X, X; — X) + 2?Var[Xj - X]. (7.13) 
这 个 关于 z 的 二 次 多 项 式 当 z 取 如 下 值 时 达 最 小 : 
ge Cov[Xjr41-X,Xj;-X] _ aT 
加 Var[X; — X) ~ al +8?" 
上 面 最 后 一 个 等 号 可 以 通过 检验 或 补充 如 下 一 些 必要 的 协 方差 的 形式 来 证 明 (我 们 
把 证 明 留 给 读者 来 完成 ): 
Cov[Xit, Xju] =a, t £ u; 
Var[Xit] = a+ 8; 





(7.14) 


=> 2 
Cov[Xse, Xj] = Var[X;] = a+ 元 


2 
Cov[X;,X] = Var[X] = 5 (a+ =) p 


(7.15) 


T 
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所 以 当 z 由 (7.10) 给 出 时 预报 基 (7.9) 使 得 均 方 误差 (7.8) 达到 最 小 . v 

注 7.2.3( 最 优 信 度 因子 的 渐 近 性 ) (710) 中 的 信 度 因子 z 满足 下 面 一 些 合理 
的 渐 近 性 质 ， 

1. 如 果 了 一 00, 那么 z 一 1. 理赔 记录 越 多， 我 们 对 个 体 风险 保费 的 把 握 就 
BK. 这 个 渐 近 情形 并 非 与 实际 很 吻合 , 因为 这 里 假设 了 风险 属性 不 随 着 时 间 而 变 
化 . 

2. 如 果 a ! 0, 那么 z | 0. 如 果 预 期 的 个 体 理赔 额 同 分 布 ， 那 么 保单 组 合 里 面 
就 没有 非 齐 次 现象 . 于 是 总 体 均值 m ( 见 下 文 (7.16)) 或 者 由 (7.9) 给 出 的 最 优 齐 次 
估计 是 风险 保费 的 最 优 线性 估计 . 

3. 如 果 a 一 co, 那么 z 一 1. 在 直觉 上 这 也 是 很 清楚 的 .在 这 种 情况 下 ， 关 于 
其 它 合同 的 结果 不 提供 任何 关于 第 j 个 风险 的 信息 . 

4. 如果 s? 一 00, 那么 z 0. 如 果 在 一 个 固定 的 风险 参数 下 理赔 记录 变化 的 
幅度 非常 大 ， 那 么 个 体 记录 对 估计 实际 风险 保费 就 没有 太 大 的 参考 价值 了 . V 

注意 到 只 有 在 比值 s?/a 已 知 时 (7.9) 才 是 一 个 统计 基 ; 否则 ， 它 的 分 布 将 含有 
未 知 参数 ， 作 为 方差 分 析 的 一 个 副产品 ， 对 于 这 个 比值 ， 在 下 面 的 例 7.2.5 中 我 们 
要 给 出 一 个 估计 方法 .之 所 以 信 度 因子 (7.14) 不 依赖 于 j 是 因为 我 们 简单 地 假设 
了 对 每 一 个 j 观测 次 数 是 相同 的 ， 以 及 所 有 的 观测 数据 的 方差 也 相同 . 

如 果 人 允许 线性 估计 基 含 有 一 个 常数 项 ， 我 们 来 考察 最 佳 非 齐 次 线性 预报 基 
go +9uXu 十 … 二 9J7XJT, 于 是 得 到 了 下 面 的 定理 ， 必 须 注意 以 下 两 个 问题 ， 第 
一 , 下 文 将 证 明 无 偏 性 的 要 求 现在 是 多 余 的 ; 第 二 , 下 面 的 (7.16) 看 起 来 很 像 (7.9)， 
唯一 的 差别 在 于 基 X 被 换 成 了 m 不 过 这 意味 着 对 第 j 组 的 非 齐 次 信 度 保费 不 依 
赖 来 自 于 其 它 第 i Aj 组 的 数据 .在 齐 次 信 度 保费 中 假设 了 比值 s?/a 是 已 知 的 ; 
而 在 非 齐 次 信 度 保费 还 额外 假设 了 m 已 知 . 

定理 7.2.4( 平 衡 Biihlmann 模型 ， 非 齐 次 估计 基 ) B Xi 分 布 与 上 一 个 定理 
中 相同 ， 现 用 非 齐 次 线性 组 合 go + gu X11 +- 十 grXJr 来 预测 下 一 年 的 总 理赔 
Xir 则 在 均 方 误差 意义 下 最 优 的 预报 是 信 度 保费 


zXji + (1 — z)m, (7.16) 


其 中 z AIX; 由 (7.10) 和 (7.12) 给 出 . 

证 明 类似 于 前 一 定理 中 分 析 , 由 对 称 性 可 得 在 最 优 解 中 gi (i ¢ j) 的 值 是 相 
同 的 ，9it (t = 1,---, 7) 的 值 也 是 相同 的 . 所 以 存在 某 个 go, 91 和 g2, 使 得 Xir41 
的 具有 最 小 均 方 误差 的 非 齐 次 线性 预报 量具 有 如 下 形式 : 


go + 1X + g2X;. (7.17) 
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这 个 均 方 误差 可 以 改写 成 如 下 方差 加 上 平方 偏差 之 和 : 
E[{XiT+1 ~ go — 91X — 92X3}"] 
= Var[Xhr+l — 9X — 92Xj) + {B[Xj,r+1 — 90 -9X -g9X;]}. (7.18) 
当选 择 go = mM(1—g1 — 92) 时 ， 上 式 右边 第 二 项 等 于 0, 从 而 达到 最 小 ， 这 证 实 了 
我 们 正在 寻找 的 估计 量 必然 是 无 偏 的 . (7.18) 右边 的 第 一 项 可 以 被 改写 为 
Var[Xj,T+1 — (92 + 1/J)X, -9X - X;/J)] 
= Var[Xj,r+1 — (92 + 91/J) X + Varla (X - X;/J)) +0, (7.19) 
这 里 用 到 了 协 方差 项 等 于 0 (因为 o(X —Xj/J) 只 依赖 于 Xi, iF 5). 可 见 任何 一 
个 满足 cn A 0 的 解 (9:, 92) 可 以 被 改进 ， 这 是 因为 (7.19) 的 下 界 在 (0,9g + 91/J) 


达到 .从 而 选择 g = 0 应 当 是 最 优 的 . 所 以 现在 剩 下 的 问题 就 是 如 何 来 选择 g2 使 
得 下 式 最 小 化 


Var[Xj,T+1 — 92X5] 


= Var[Xj,r+1] — 2g2Cov[Xj,r41, Xj) + 93 Var[X], (7.20) 
它 有 一 个 最 优 值 _ 
2 Cov[X},r41, Xj] -T (7.21) 
Var[X j] aT +s?’ a 


亦 即 (7.10) 给 出 的 2. 上 面 最 后 一 个 等 式 可 以 通过 填补 (7.15) 中 一 些 相应 ene 
来 验证 ， 这 表明 Xr 的 预报 量 (7.16) 有 着 最 小 的 均 方 误差. 

P 7.2.5( 例 7.2.1 中 的 信 度 估计 ) ”再 次 考虑 例 7.2.1 中 的 保单 组 合 . 
明 (见习 题 87.2 第 8 题 ) 对 于 模型 (7.5), (7.4) 中 F 表达 式 的 分 子 MSB 的 均值 为 
aT + s?, 而 分 母 MSW 的 均值 为 8. 于 是 去 接近 于 s?/{aT + s?}, 这 意味 着 我 们 可 
以 用 1 一 去 去 估计 z. 注意 到 这 不 是 一 个 无 偏 估计 ， 因为 E[1/MSB] 4 1/E[MSB]. 
对 每 一 组 ， 最 终 的 信 度 因子 2 = 0.782. 所 以 对 这 三 组 明年 的 理赔 额 的 最 优 预 测 公 
式 0.782X; + (1 — 0.782)X, j = 1,2,3, 分 别 给 出 102.18, 110 和 117.82. 请 注意 这 里 
的 “收缩 效应 ": 估计 的 信 度 保费 比 起 原先 的 组 平均 100, 110 和 120 来 ， 互 相 之 间 
显得 更 接近 了 . v 

注 7.2.6( 估 计 风 险 保费 ) ”可 能 有 人 会 争辩 我们 在 实际 上 必须 做 的 是 估计 第 
了 组 的 风险 保费 m+ 5), 而 不 是 预测 下 一 年 的 包括 波动 Sj,T+1 的 理赔 额 Xj 741. 
但 是 要 说 明 的 是 , 无 论 允 许 还 是 不 允许 在 估计 其 里加 入 一 个 常数 项 , 我 们 得 到 的 最 
优 解 和 前 面 的 都 是 一 样 的 .事实 上 ， 对 每 一 个 随机 变量 Y, 我 们 有 


El{m+3;+3rri— YY} 
= El{m+3;—Y}]+ Var[E;r41] + 2Cov[m + 3; - Y, Z;r41]. (7.22) 


-116- 第 7 章 EBL 





如 果 Y 只 依赖 于 已 经 被 观测 到 的 数据 Xit, 在 t < 了 下 协 方差 项 一 定 等 于 0. 注意 
到 由 (7.22), 分 别 作为 办 十 3 和 Xir+l = m+ 55 + Zra 的 估计 量 了 Y, 对 应 的 均 
方 误差 仅仅 相差 一 个 常数 Var[3;,T+1] = 57, aa 
的 估计 其 Y 最 小 化 . 

信 度 保费 (7.16) Se PARRA RARE P ER 
权 平 均 ， 其 中 前 者 的 权重 为 信 度 因子 z. 由 于 我 们 假设 了 对 每 一 个 合同 的 观测 年 数 
T 是 相同 的 ， 通 过 征收 由 (7.16) 给 出 的 最 低 水 平 的 保费 我 们 得 到 的 保费 收入 与 对 
每 个 人 都 征收 统一 的 保费 X 相 比 应 当 是 一 样 的 . 在 z = 0 时 个 体 保费 等 于 集体 保 
BR. 在 齐 次 保单 组 合 中 这 个 规则 是 可 以 被 接受 的 , 但 是 在 非 齐 次 保单 组 合 中 这 个 规 
则 一 般 不 可 以 被 接受 . 在 = 1 时 , 保费 的 收取 完全 由 个 体 记录 来 决定 .一般 来 说 
这 个 个 体 信息 是 非常 贫乏 的 , 实际 上 无 法 使 用 这 样 一 个 估计 . 有 时 用 这 个 规则 是 完 
全 失误 的 ， 例 如 我 们 要 对 一 个 迄今 未 出 现 过 任何 理赔 的 合同 来 预报 时 . 

Hh a > 0 代表 保单 组 合 的 非 齐 次 程度 ， 如 在 风险 品质 分 量 =; 中 刻画 的 那样 ， 
而 s? 代表 在 齐 次 组 之 间 波动 程度 的 一 个 综合 度量 . 

注 7.2.7( 虚 拟 记录 ) i Xiz = Xj +--+ + Xir, 于 是 信 度 保费 (7.16) 的 一 个 
等 价 表达 式 如 下 ， 

s2m 十 aTX) ms2/a 十 Xi 


tar 521a+ ` (7.23) 


所 以 如 果 我 们 增加 一 个 虚拟 理赔 额 ms?/a 到 实际 被 观测 的 理赔 总 额 Xip 之 中 ， 再 
追加 sz/a 次 额外 观测 周期 ， 信 度 保费 便 成 为 被 虚拟 记录 调整 了 的 理赔 额 平均 。 V 


87.3 更 一 般 的 信 度 模型 


在 上 节 模型 (7.5) 中 , 我 们 假设 了 分 基 E; 和 Eje 是 一 些 独立 的 随机 变量 . 但 是 
从 (7.14) 和 (7.15 ) 可 见 实际 上 只 有 随机 变量 列 Xit 的 协 方差 起 着 实质 性 的 作用 . 
当 减 弱 加 在 模型 上 的 一 些 条 件 时 ， 只 要 协 方差 结构 保持 相同 ,我们 就 仍 可 以 得 到 相 
同 的 结果 . 例如 ， 我 们 只 要 求 在 给 定 条 件 E 后 随机 变量 列 Sit 独立 同 分 布 ， 且 对 
所 有 的 & 满足 EEE; =E] = 0. 可 以 证 明 ， 如 果 =; 和 Eje 的 联合 分 布 满足 上 面 
这 些 条 件 ， Si 未 必 是 独立 的 ， 但 是 它们 不 相关 . 请 见 下面 引 理 . 

引 理 7.3.1 (条 件 iid 随机 变量 列 是 不 相关 的 ) ” 设 给 定 Si 后 随机 变量 列 1， 
Sj2，,… Æ iid 的 且 具 有 均值 0. 那么 我 们 有 


Cov[E;t, Eju] =0, t#u; Cov[E;,37] = 0. (7.24) 
证 明 由 条 件 协 方差 的 分 解法 则 (见习 题 87.3 第 1 题 ), 对 tu RA 


Cov[E ju, Ejt] = E[Cov[E;u, S73;]) + Cov[E[E 54/55], ElE;12;)]. (7.25) 
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由 上 面 的 假设 我 们 有 Cov[Ejw, Ej) = 0 和 已 [Eiu|Si] = 0, 可 见 上 式 等 于 0. 显然 
还 有 Cov[aj,3j|j] = 0. 由 于 

Cov[E;, Eje] = E[Cov[E;, iE;]] + Cov[E[E;]2;), E[E;:12;), (7.26) 

随机 变量 =; 和 Si 也 不 相关 . v 


请 注意 ， 在 引 理 的 模型 中 随机 变量 列 Xit 并 非 边缘 不 相关 的 ， 更 不 要 说 独立 
Th 

例 7.3.2( 混 合 泊 松 分 布 ) ” 设 随机 变量 Xit 代表 一 个 特定 的 汽车 保单 在 一 年 中 
的 理赔 次 数 ， 驾 驶 员 在 该 年 的 理赔 次 数 服从 一 个 Poisson(A;) 分 布 ， 其 中 参数 Aj 
具有 某 个 非 退化 结构 分 布 .于 是 (7.5) Po 
数 m = E[Xj] = EIAj]. 第 二 项 Si = Aj -m 代表 该 特定 驾驶 员 与 任意 一 个 驾驶 员 
的 期 望 理赔 次 数 之 间 的 差额 ， 第 三 Ej = Xj — Ai 代表 该 特定 驾驶 员 年 理赔 次 
数 在 其 期 望 值 附 近 波 动 幅度 . T T 三 两 项 尽管 不 相关 ， 却 是 不 独 
立 的 ， 因 为 Var[Xit 一 AilAi — m) = Var[XitlAi] = Aj (也 可 参阅 87.5). v 

注 ia wees aia (7.5) 即使 在 放松 了 一 
些 独立 性 假设 后 在 实际 应 用 中 有 时 仍 显 过 于 苛刻 ， 设 (7.5) 中 的 Xit 现在 表示 例 
7.3.2 中 那个 驾驶 员 全 年 的 理赔 总 额 ， 再 假设 该 变量 服从 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 于 是 
除了 Poisson 参数 外 ， 现 在 还 有 关于 理赔 额 分 布 的 一 些 参数 .给 定 第 二 项 (年 平均 
理赔 总 额 ) 后 噪声 项 的 条 件 方差 现在 不 再 是 第 二 项 的 函数 了 . 为 了 弥补 这 个 缺陷 ， 
Bithlmann 研究 了 一 个 稍微 一 般 化 的 模型 ， 该 模型 中 含有 一 个 可 能 取向 量 值 的 隐 变 
HO; 作为 一 个 结构 参数 . 风险 保费 取 为 条 件 期 望 uO) := 已 [Xit|6j], 而 不 是 简单 
HRA m+). 如 果 EXO] 不 是 9; 的 一 个 一 一 对 应 的 函数 ， 那 么 在 上 述 基本 
模型 中 具有 相同 Z; 的 那些 合同 ， 在 Biihlmann 模型 下 ， 它们 的 方差 Var[sii|9j] 
可 能 会 有 不 同 的 表现 形式 , 因此 在 这 里 基本 模型 就 不 够 用 了 . 不 过 可 以 证 明 在 这 种 
情况 下 协 方差 以 及 最 优 估计 量 是 相同 的 . 

不 幸 的 是 ， Biihlmann 刻画 风险 结构 的 手法 已 被 许多 有 关 信 度 理论 的 教科 书 
和 论文 所 仿制 . 一 方面 在 一 般 性 和 机 动 性 上 的 改进 微乎其微 , 另 一 方面 作为 结果 的 
模型 在 技术 上 和 概念 上 却 要 繁琐 得 多 . v 

我 们 可 以 把 信 度 理论 推广 到 比 (7.5) 更 复杂 的 模型 中 ， 并 且 可 以 在 这 些 模型 
中 建立 起 类 似 于 定理 7.2.2 和 定理 7.2.4 那样 的 结果 .本 质 上 ， 通 过 最 小 化 二 次 均 
方 误差 以 寻找 在 最 小 二 乘 意 义 下 的 一 个 最 优 预报 量 ， 必 要 时 附加 一 个 额外 无 偏 性 
限制 ,由 于 在 平衡 Bithimann 模型 中 有 对 称 性 的 假设 , 那里 只 需 处 理 一 维 最 优化 问 
题 即 可 . 但 是 在 一 般 人 情况 下 我 们 必须 求解 一 个 线性 方程 组 ,该 方程 组 是 由 对 均 方 误 
差 或 者 一 个 Lagrange 函数 ( 当 有 一 个 无 偏 性 局 限时 ) 求 导 产生 的 . 我 们 不 可 以 期 待 
得 到 前 面 那样 的 解析 解 . 
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下 面 是 基本 模型 的 一 些 可 能 的 推广 . 

例 7.3.4 (Biihlmann-Straub 模型 ， 变 化 的 精度 ) ” 形 如 (7.5) 的 信 度 模型 可 以 
通过 视 Xit 为 对 一 些 保单 的 平均 值 而 加 以 推广 ， 可 以 相信 ， 由 于 一 些 其 它 因 素 并 
非 所 有 的 Xi 被 同样 精确 地 测量 了 ( 即 具有 相同 的 方差 ). 于 是 ,一 个 权宜 之 计 是 对 
模型 引入 一 些 权 . 这 样 我 们 便 得 到 了 Biihlmann-Straub MA. 原则 上 说 , 这 些 权 
应 当代 表 着 观测 时 段 的 总 个 数 ， 其 中 数字 Xi 是 均值 (自然 权重 ). 有 时 这 个 数字 是 
未 知 的 . 这 时 我 们 不 得 不 设法 处 理 近似 权 的 问题 . 如 果 精 算 师 认为 恰当 的 话 ， 他 可 
以 对 这 些 数字 进行 调整 以 反映 出 他 对 特定 合同 上 的 个 体 理赔 观测 数据 的 置信 度 . 
在 87.4 中 ,我 们 要 在 Biihlmann-Straub 模型 下 对 齐 次 保费 来 证 明 一 个 类 似 于 定理 
7.2.2 的 结果 . v 

例 7.3.5(Jewell 分 层 模型 ) PPR RRRA RA 
区 ， 并 且 假 设 每 一 个 凯 区 p 有 着 它 自己 到 总 平均 的 偏差 ， 扇 区 p 中 第 j 个 合同 在 
第 上 年 的 理赔 记录 可 以 作 如 下 分 解 ， 


Xpje = M + Sp + Epj + Spjt. (7.27) 


该 模型 被 称 为 Jewell 分 层 模型 。 把 每 个 小 扁 区 p AREETA q, 每 
一 个 有 着 它 自己 的 偏差 =, + Epo 如 此 下 去 我 们 便 得 到 了 一 个 具有 树 状 结构 的 分 层 
模型 链 . v 

例 7.3.6( 交 叉 分 类 模型 ) 可 以 想像 Xpjt EAR p 的 风险 ， 角 标 j 对 应 于 另 
外 某 个 可 以 分 割 保单 的 一 般 要 素 (例如 p 代表 区 域 ，; 代表 驾驶 员 的 性 别 ). 对 这 样 
的 双向 交叉 分 类 ,使 用 分 层 模型 意义 不 大 . 取而代之 的 办 法 是 在 (7.27) 中 增加 一 项 
Ep 以 刻画 第 j 组 的 风险 特征 .这 样 便 得 到 


Xpjt = m + Ey +E; + Ep; 十 三 pit. (7.28) 


这 是 一 个 交叉 分 类 模型 . 在 第 8 章 中 , 我 们 要 研究 一 些 类 似 的 模型 ， 在 那里 行 和 列 
效应 是 固定 的 ， 但 是 未 知 的 ， 而 不 是 像 现在 这 样 被 模拟 为 一 些 随机 变量 . v 

Bl 7.3.7( 关 于 IBNR 的 De Vijlder 信 度 模型 ) ”在 估计 应 该 持 有 的 IBNR 储量 
时 信 度 模型 也 是 很 有 用 的 ， 详 见 第 9 章 . 这 些 IBNR 储备 被 用 来 预防 那些 保险 人 
不 知道 的 (或 者 不 完全 知道 的 ) 理赔 . 在 某 个 年 份 T, 理赔 随机 变量 Xit 都 变 成 已 知 
的 了 ， 这 里 的 随机 变量 Xt 表示 在 第 j 年 签订 的 那些 保单 在 之 后 的 第 t 年 里 出 现 
的 理赔 额 ，t = 0,1,…, 了 一 j. 这 种 情况 下 的 一 个 信 度 模型 是 


Xi = (m +3;)d + Eje, (7.29) 


其 中 数字 d 是 一 些 发 展 因子 (可 以 假设 它们 的 和 等 于 1), 表示 在 第 t 年 理赔 占 总 额 
的 比例 ， 普 + S; 表示 在 j 年 签订 的 保单 在 所 有 发 展 阶段 的 累积 理赔 总 额 . v 
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例 7.3.8( 回 归 模 型 ， Hachemeister) ”我 们 还 可 以 通过 引入 一 些 间 接 数据 来 推 
广 模型 (7.5). 例如 ， 如 果 ye 代表 合同 j 的 某 个 风险 特征 (如 保单 挂 有 人 在 第 t 年 
的 年 龄 ), 那么 =; 可 以 写成 yi 的 一 个 线性 随机 函数 .于 是 在 第 上 年 的 理赔 等 于 


{m® 450} + {m® +EP yje + Bye, (7.30) 


这 是 一 个 信 度 回归 模型 。 当 E = 0 (k= 1,2) 时 ， 该 模型 便 是 经 典 的 一 维 回归 模 
型 . 这 意味 着 没有 隐 性 风险 特征 . 诸如 (7.30) 这 样 的 信 度 模型 最 初 是 由 Hachemeister 
引入 并 加 以 研究 的 . v 


§7.4 Bühlmann-Straub 模型 
正如 (7.7) 那样 ， 在 Bühlmann-Straub 模型 中 观测 值 可 以 作 如 下 分 解 ， 


Xi 一 吧 十 2 十 Sit， 了 了 =] t=1,,T+1, (7.31) 


其 中 不 可 观测 的 风险 分 量 Ej j= 1,2,…, J 是 具有 均值 0 和 方差 的 iid 随机 变量 
列 Sjt 也 是 独立 的 具有 均值 0 的 随机 变量 列 ， 假 设 分 基 Si 与 Ej 也 是 独立 的 . 
Biihlmann 模型 和 Biihlmann-Straub 模型 的 差别 在 于 后 者 中 分 其 Sit 的 方差 等 于 
82/wjt, 其 中 wjt 是 附着 在 观测 数据 Xi 上 的 权 . 该 权 代表 各 个 观测 数据 的 相对 精 
BE. 设 Xit 表示 wit 个 复制 的 平均 , BI Xjt = Dy Xjee/wye, 其 中 Xjtk = M+ 5; +E jee 
E Sitk 是 id 的 具有 均值 0 和 方差 s? 的 随机 变量 列 ， 随 机 变量 Si, 表示 第 j 组 
第 上 个 个 体 合同 在 第 t 个 阶段 偏离 风险 保费 m 十 三; 的 大 小 .在 这 种 情况 下 ， 上 面 
的 权 被 称 为 自然 权重 . 不 过 有 了 时 自然 权 是 得 不 到 的 , 或 者 男 有 一 个 机 制导 致 不 同 的 
方差 . 那 时 我 们 可 以 用 一 个 单元 的 保费 总 额 来 作 近 似 . 

为 了 找到 风险 保费 m +S; ( 见 注 7.2.6) 的 最 佳 齐 次 线性 预报 基 ， 我 们 必须 最 
小 化 下 面 的 均 方 误差 : 


2 
min E {m +3j- Taku} 
st. Elm + 8;) = J heE[ Xi). (7.32) 
it 
为 此 ， 我 们 需要 用 到 下 面 一 些 记号 (参阅 (7.10)~(7.12)) : 


ks J 
wis = wje wss = 》 wy, 
i a 





J 
awjg 
Zj = = st 
i = Fy awe’ zg > 253 (7.33) 
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T J J 
Wjt 2 Wy wy 
Xiu = 2 as At Xuuw = ss — Xjw, Xzu 2 = Xjw- 
注意 Xjw 和 Xiu 之 间 的 区 别 . MR w 作为 一 个 角 标 出 现 ， 就 表明 已 经 有 了 对 该 角 
标的 一 个 加 权 求 和 ， 其 中 用 的 是 观测 值 的 自然 权 或 者 其 它 什 么 权 ， 角 标 z 用 来 表 
示 信 度 权 的 一 个 加 权 求 和 ， 而 符号 D 用 来 表示 一 个 没有 加 权 的 和 ， 在 我 们 的 记号 
中 我 们 不 允许 观测 时 间 段 7 有 不 同 的 值 ， 最 简单 的 弥补 办 法 是 在 必要 时 记 某 些 观 
测 值 的 权 为 0. 
在 下 面 的 定理 7.4.1 中 ， 我 们 要 来 推导 (7.32) 中 系数 hi 的 最 优 值 ， 这 些 最 优 
值 给 出 了 风险 保费 m+; 的 最 小 均 方 误差 估计 量 如 下 ( 见 (7.9)): 
ZiXjw + (1 — zj)Xzw, (7.34) 


这 里 Xjw 是 风险 保费 的 个 体 估计 量 , Xe 是 信 度 加 权 集体 估计 量 ， 且 2, 表示 合同 
j 的 信和 度 因子 . 

用 Lagrange 最 优化 可 以 证 明 ， 在 估计 mm + Si 时 ， (7.34) 是 所 有 具有 相同 均 
值 的 经 验 数 据 线性 组 合 中 具有 最 小 均 方 误 差 的 一 个 估计 量 ， 我 们 必须 通过 求解 一 
阶 方程 组 来 找到 一 个 极 值 . 在 下 面 的 证 明 中 我 们 需要 用 到 一 个 事实 , 即 在 给 定 均值 
的 不 相关 随机 变量 的 线性 组 合 中 ， 系 数 反比 于 方差 的 那个 线性 组 合 的 方差 达到 最 
小 ; 见习 题 87.4 第 1 题 ， 首 先 我 们 推导 第 i 组 合同 的 最 优 “混合 "hit/hiz. 可 以 证 
明 最 好 的 选择 是 hit/hizs = wit/wiz; 由 此 可 见 观测 值 Xi 必须 以 Xiw 的 形式 出 现 
在 (7.32) 中 ， 其 次 推 证 那些 组 i (i A j) 的 系数 总 和 his 的 最 好 选取 方式 是 正比 于 
zi. 最 后 我 们 推导 出 hjs 的 最 优 值 . 

定理 7.4.1(Biihlmann-Straub 模型 ， 齐 次 估计 量 ) ”模型 (7.31) 中 的 风险 保费 
m + Si 的 最 小 均 方 误差 齐 次 无 偏 预 报 量 DO, hie Xie 是 信 度 估计 基 (7.34). 

证 明 ”由 (7.32), 可 知 在 寻找 m+ Si 的 最 佳 预报 量 时 我 们 必须 求解 下 面 的 问 


ea nei +5- 2 | (7.35) 


约束 条 件 hzz = 1 对 应 (7.32) 中 的 无 偏 约束 .由 这 个 约束 条 件 可 见 (7.35) 中 的 期 
望 也 是 一 个 方差 .代入 Xie 的 分 解 式 (7.31), 由 (7.35) 得 到 : 


pin Var k (1 —hjz)3; — $ in — 2 zna A (7.36) 


ižj 


由 分 量 3; 和 Sit 的 方差 以 及 它们 之 间 的 独立 性 ， (7.36) 等 同 于 
a+ 后 eat Shs De a £. (7.37) 


pr Wis 
ižj " 
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首先 我 们 来 优化 内 层 和 式 . 由 习题 87.4 第 1 题 ， ha/juaz 的 最 优 值 是 w/w. 我 
们 可 以 把 观测 值 Xi, t = 1,2,……,T, 换 成 它们 的 加 权 平均 Xiw, 然后 得 到 信 度 估计 
量具 有 形式 D; juzXiw, 其 中 his 的 值 待 定 . 

内 层 和 式 的 最 小 值 等 于 s?/wis. 由 (7.33) 知 e+ s/w = a/zi. 所 以 我 们 可 以 
把 (7.37) 改写 为 如 下 形式 ， 


和 yy tk 
— hyo + hp + (1 hy _ hip a 
nati, 6 JE wis 把 oe (1 = hjg)? zi 


(7.38) 
由 于 hey = 1, 我 们 有 Dig; hiz/(1 一 hjz) = 1. 所 以 再 根据 习题 87.4 第 1 题 ，(7.38) 
中 因子 hin, iF j, 的 最 优选 择 是 


hig Zi 
=—. 7.39) 
l-h z5-žj (7.39) 


(7.38) 中 和 式 的 最 小 值 等 于 ao/(zz — zj), 所 以 (7.38) 给 出 





min(1 — hjg)? (a + 
hy 





2 
= ) + hp. (7.40) 
adi i J 


最 后 ， 再 一 次 利用 习题 $7.4 第 1 题 可 以 得 到 hjs 的 最 优 值 ， 读 者 可 以 自己 验证 ， 
该 最 优 值 是 
wir 1 
waaay tie Ty + 
z Zi(zZ5 — zj; +1) 
(1- 25)(22 = zj) + zj(25 — zj + hn 


由 (7.39) 得 hin = (1 一)zi/zz, 这 意味 着 (7.34) 果真 是 风险 保费 m+, ite 
方 误差 意义 下 最 佳 齐 次 无 偏 线性 预报 基 . 

注意 到 如 果 把 (7.31) 中 的 Ej 换 成 常数 E, 即 取 a = 0, AD RANT EAN n 
权 平均 Xww. 这 是 因为 此 时 Xiu 的 相对 权 win 等 于 信 度 权 z;. 

与 (7.32) 中 Xt 的 齐 次 线性 组 合 相 比 ， m + Si 的 非 齐 次 估计 基 仅 仅 多 包含 
了 一 个 常数 h 如 类 似 于 定理 7.2.4 ， 我 们 可 以 证 明 在 这 种 情况 下 无 偏 性 的 限制 是 
多 余 的 . 除非 要 把 (7.34) 中 的 Xou 换 成 m, 这 个 非 齐 次 估计 量 等 于 齐 次 估计 量 . 
组 了 之 外 的 观测 值 没有 在 这 个 估计 量 中 出 现 . 对 于 非 齐 次 估计 量 来 说 ，s2/a Hm 
的 值 必须 是 已 知 的 ， 在 模型 (7.31) F, E m 换 成 最 佳 估计 量 Xu, 我 们 又 得 到 了 
齐 次 估计 基 . 同 注 7.2.6 完全 一 样 ，m + Si 的 最 佳 预 报 量 也 是 Xi zy 的 最 佳 预 报 
基 ， (7.34) 的 渐 近 性 质 类 似 于 在 注 7.2.3 中 给 出 的 那些 结果 .此 外 ， 如 在 注 72.7 
指出 的 那样 ， 信 度 保费 可 以 由 实际 数据 和 虚拟 数据 组 合 在 一 起 得 出 ， 见 习题 . 





hz = 





+0 -aZ. (7.41) 
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Bihlmann-Straub 模型 中 的 参数 估计 

本 章 中 的 这 些 信 度 估计 量 依赖 于 通常 未 知 的 结构 参数 m, a 和 s?. 为 了 在 实际 
问题 中 应 用 这 些 估计 量 , 我 们 必须 来 估计 这 些 结构 参数 . 下 面 的 定理 要 推导 出 一 些 
无 偏 估计 量 ,它们 不 依赖 于 通常 未 知 的 这 些 参 数 . 我 们 可 以 用 这 些 新 的 估计 基 来 取 
代 信 度 估计 基 中 的 那些 未 知 结构 参数 ， 并 且 希 望 作为 结果 的 估计 仍然 具有 一 些 良 
好 的 性 质 . s? 和 a 的 估计 量 分 别 基于 下 面 的 组 间 加 权 平 方 和 


SSW = 》 wie(Xit — Xju)?, (7.42) 


at 


以 及 组 内 加 权 平方 和 
SSB = 》 wjz(Xjw 一 Xuu)2. (7.43) 
$ 


注意 到 如 果 所 有 的 权 wjit 取 为 1, 这 些 表达 式 便 化 为 在 Biihlmann 模型 中 定义 的 
(7.2) 和 (7.3) T. 
定理 7.4.2( 无 偏 参 数 估计 ) ”在 Biihlmann-Straub 模型 中 ， 统 计量 


m= Xww, 


Pa TF E wpe (Xj — Xju)?, (7.44) 
jt 


Dy wye(Xjw — Xww)* — (J -1)Ż 
wer 一 2 UV 和 /aorz 


a= 


是 对 应 的 结构 参数 的 无 偏 估计 基 . 
证 明 EIXww] =m 的 证 明 是 显然 的 .利用 协 方差 关系 式 (7.15) 得 


I(T = Els?) = 》 we {Var[X je] + Var[Xjw] — 2Cov[Xje, Xjw]} 
jt 
2 2 2 
= >》 wi {a+ a a+ E -2(a+=)} 
it Wit Wr wjg 
= J(T -1)s. (7.45) 


HF a, 我 们 有 


E EE wr (Xjw 一 -| 


= Lupe {VarlX ju] + Var[Xwu] = 2Cov[Xsw, Xwu]} 
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3? wep , 8? (= me) 
= a+ ta ta? + 
wê, wr 1 1 
-F(T ee -人 


=a (~ est) +(J=1)s?. (7.46) 
在 (7.44) 中 取 Ela), 利用 (7.45) 和 (7.46) 我 们 看 出 a 也 是 无 偏 的 . V 


注 7.4.3( 估 计量 的 负 性 ) ”估计 量 57 当然 是 非 负 的 , E a RA TERN. 
虽然 这 可 能 暗示 我 们 a = 0, 但 是 在 o > 0 时 莽 也 照样 会 取 负 值 ， 我 们 来 仔细 分 析 
一 下 例 7.2.1, 现在 回 到 平衡 Bihlmann 模型 之 中 ， 所 有 的 权 we 等 于 1. 在 那 种 情 
况 下 按 (7.4) 定义 MSW 和 MSB, 于 是 定理 7.4.2 中 s 和 a 的 估计 量 归 结 为 

MSB — MSW 


s=MSW, ad= — (7.47) 

为 了 估计 2, 我 们 把 这 些 估计 基 代 入 2 = othe, 得 出 如 下 的 统计 量 ， 

5 MSW 

Z=1- MSB (7.48) 

利用 Xj = m+5) +5 HEME = 4 D, Eje, 可 以 把 SSW 写 为 

J 
SSW = Ss -X; = EEEn -5). (7.49) 
j=l t=1 j=l t=1 


由 于 假设 了 Eye 是 iid 的 且 服 从 N(0,s?) 分 布 ， 上 式 右边 除 上 s? 后 服从 Or » 
布 ， CALF E, TTA PI X; =m +; +5). 所 以 MSW 独立 于 X,, 
从 而 也 独立 于 MSB. 
假设 分 量 =; 是 iid 的 且 服 从 N(0,a) 分 布 ， 用 类 似 的 方法 可 证 
SSB _ J-1 
a+s?/T aT+s? 
服从 X31 分 布 ， 所 以 在 上 述 正 态 假设 下 ， 如 果 乘 上 一 个 常数 因子 s?/(aT + s?) = 
1 — z, §7.2 中 的 方差 比 MSB/MSW 仍然 服从 Fjur- 分 布 ， 于 是 ， 
a MW T is ~ Fi (7.51) 
按照 这 种 方式 ， 可 以 对 取 不 同 值 的 7, TA s?/a 来 计算 Prls < 0), 见习 题 87.4 第 9 
题 . 


MSB (7.50) 
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由 (7.47), 事件 < 0 等 价 于 MSB/MSW< 1. 在 $7.2 中 我 们 曾 建 立 过 下 面 结 
论 : 只 有 当 MSB/MSW 超过 Fj-1,J(r-y) 的 一 个 右 临界 值 (该 临界 值 当然 要 大 于 1) 
时 数据 才 显示 拒绝 接受 均值 相等 (归结 为 现在 的 a = 0). 于 是 我 们 看 出 ， 尽 管 对 每 
一 个 a。> 0 有 Prla < 0] > 0, 得 到 这 样 的 数值 意味 着 基于 该 数据 对 a = 0 的 一 个 
Fisher 检验 未 必 就 导致 拒绝 的 结论 .这 也 意味 着 我 们 没有 充分 的 统计 理由 不 对 每 
一 个 合同 征收 同样 的 保费 . 

为 了 在 实际 中 估计 a = Var[s;], 人 们 倾向 于 使 用 max{0, a} 作为 一 个 估计 量 ， 
虽然 这 仍 是 相合 的 ， 但 是 已 不 再 是 一 个 无 偏 估计 量 了 . v 

È 7.4.4( 信 度 加 权 平均 和 普通 加 权 平 均 ) ”模型 (7.31) 中 m 的 最 佳 无 偏 估计 
量 不 是 Xow 而 是 Xzw 这 与 习题 87.4 第 1 题 是 一 致 的 ， 事 实 上 Xww 和 Xew 都 
是 随机 变量 列 Xj. 的 线性 组 合 ,它们 的 方差 不 是 正比 于 原始 的 权 wjz, 而 是 正比 于 
由 信 度 调整 的 权 z;. 所 以 当 我 们 使 用 的 是 信 度 加 权 平均 Xzw 而 不 是 普通 加 权 平 均 
Xww 来 估计 m 时 ， 我 们 得 到 一 个 较 小 的 方差 ， 当然 这 里 的 问题 是 我 们 不 知道 要 使 
用 的 信 度 因子 z, 因为 这 些 因子 依赖 于 我 们 正 要 估计 的 那些 未 知 参数 . 为 了 获得 更 
好 的 估计 量 ,一 个 办 法 是 利用 迭代 伪 估 计量 , 即 通过 确定 某 些 方程 的 一 个 固定 点 来 
确定 结构 参数 的 估计 值 ， 这 些 方法 可 以 在 更 高 级 一 些 的 信 度 理论 文献 中 找到 . V 


87.5 关于 汽车 保险 理赔 次 数 的 负 二 项 模型 


本 节 我 们 来 拓展 例 7.3.2 的 讨论 .考虑 一 个 驾驶 员 ， 其 事故 倾向 性 服从 一 个 非 
退化 分 布 ， 并 假设 其 事故 倾向 性 等 于 A, 即 一 年 的 理赔 次 数 服从 一 个 Poisson(A) 分 
H. 在 这 种 情形 下 征收 一 个 信 度 保费 就 给 出 一 个 经 验 费 率 系统 ， 类 似 于 我 们 在 第 
6 RRM REARS. 

对 一 个 汽车 保单 来 说 ， 如 果 与 保单 持 有 人 理赔 行为 相关 的 所 有 变量 都 可 以 被 
观测 和 使 用 ， 理 赔 次 数 仍然 是 由 一 个 随机 过 程 产生 的 . 设 该 过 程 为 泊 松 过 程 ， 评 
估 因 子 只 能 告诉 我 们 精确 的 Poisson 强度 ， 即 一 年 理赔 次 数 的 Poisson 参数 .我 们 
知道 理赔 额 的 概率 分 布 ， 如 果 单 元 内 保单 的 所 有 风险 因子 取 共 同 的 值 ， 则 该 单元 
是 齐 次 的 ， 即 所 有 的 保单 持 有 人 具有 同样 的 Poisson 参数 和 理赔 分 布 ， 不 过 在 实际 
中 , 关于 这 些 参数 仍 有 一 些 不 确定 的 因素 , 这 是 因为 我 们 不 可 能 获得 这 些 参数 的 所 
有 相关 信息 , 所 以 这 些 单元 是 非 齐 次 的 . 这 个 非 齐 次 性 正好 证 实 了 使 用 奖惩 系统 是 
正确 的 . 在 齐 次 情况 下 , 每 一 个 保单 代表 着 同样 的 风险 , 没有 理由 在 同一 的 单元 中 
征收 不 同 的 保费 . 

理赔 频数 的 非 齐 次 性 可 以 通过 假设 Poisson 参数 和 取 自 于 一 个 结构 变量 A 来 
建 模 ， 设 该 结构 变量 的 分 布 为 V(A) = Pr[A <A). 本 节 我 们 来 看 看 驾驶 员 j 在 时 间 
段 t 的 理赔 次 数 Xp. 设 有 J 个 驾驶 员 ， 每 个 都 已 经 在 T; 个 时 间 段 里 被 观测 ， 为 
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方便 起 见 ， 除 非 要 涉及 到 前 面 的 章节 ， 我 们 均 删 去 记号 中 的 角 标 j. 如 (7.5) 中 那 
样 ， 我 们 可 以 把 驾驶 员 j 在 时 间 段 t 的 理赔 次 数 X: = Xjt 作 如 下 分 解 : 


Xi 一 EAI+{A 一 EIA + {Xi — Aj}- (7.52) 


这 里 A; ~ A 是 iid 的 . 最 后 的 两 个 分 量 虽 然 不 相关 ， 但 是 也 不 独立 (见习 题 87.5 
第 6 Bl). 分 量 Aj - EJA] 具有 方差 = Var[A], 而 对 于 分 量 Xit — Ai 来 说 ， 如 在 例 
3.3.1 中 那样 ， 关 系 式 Var[Xit] — Var[Aj] = E[A] 成 立 . 由 于 我 们 作 了 Poisson 分 布 
的 假设 ， 两 个 结构 参数 m 和 s? 正好 相同 . 

至 此 , 除了 前 几 阶 矩 外 我 们 基本 上 没有 考虑 结构 分 布 . 我 们 可 以 想到 结构 分 布 
的 几 个 模型 鉴于 伽 玛 分 布 具有 一 些 好 的 数学 性 质 和 拟 合 效果 ， 我 们 将 倾向 于 使 
用 这 一 分 布 , 后 面 我 们 将 给 出 一 个 例子 来 说 明 这 一 点 . 另 一 个 可 能 的 选择 是 结构 分 
布 以 概率 p 产生 一 个 具有 理赔 频数 Xi 的 “好 ”驾驶 员 ， 或 者 产生 一 个 具有 理赔 频 
数 Xa > Ar 的“ 坏 " 驾驶 员 ， 于 是 任意 一 个 驾驶 员 的 理赔 次 数 服从 一 个 混合 泊 松 分 
布 ， 其 中 混合 分 布 是 一 个 两 点 分 布 . 尽管 人 们 会 想到 驾驶 员 类 型 多 于 两 种 ， 这 个 
“好 驾驶 员 / 坏 驾驶 员 ” 模型 常常 与 实际 中 发 现 的 数据 拟 合 得 很 好 . 

如 果 结 构 分 布 是 T(a,7) 分 布 ， 那么 驾驶 员 7 在 时 间 段 上 的 理赔 次 数 Xi 的 边 
缘分 布 是 一 个 负 二 项 分 布 ， 其 中 a 是 负 二 项 分 布 中 需要 的 成 功 次 数 ，r/(r +1) 是 
一 次 成 功 的 概率 (ILA 3.3.1). 从 文献 Lemaire (1985) 中 我 们 可 以 找到 一 些 数据 ， 
它们 来 自 于 比利时 的 一 个 拥有 J = 106 974 个 保单 的 保单 组 合 ， 数字 mk RERE 
次 事故 的 保单 数目 ， 大 = 0,1,…. 如 果 Xt ~ Poisson(d), 那么 A 的 极 大 似 然 估 计 
量 和 等 于 理赔 的 平均 次 数 . 可 以 证 明 (见习 题 ), ZENS - 泊 松 模型 中 ，a 和 7 的 极 
KAR å 和 了 为 


sok 
tes, z= Stn / Èm (7.53) 
E â 是 如 下 方程 的 解 : 
1 = z 
Yn (E+ tot “+ pect) =e (142). (7.54) 


由 (7.53) 可 见 ， 待 估 结 构 分 布 的 一 阶 矩 以 及 理赔 次 数 边缘 分 布 的 一 阶 矩 都 与 一 阶 
样本 矩 一 致 . 在 好 驾驶 员 / 坏 驾 驶 员 模型 中 的 参数 p, A Ado 已 经 用 矩 法 估计 了 . 
注意 到 该 方法 未 必 一 定 能 给 出 容许 估计 量 Xi > 0 M0 <p <1. 这 三 个 参数 最 终 的 
估计 值 分 别 为 

入 = 0.1011， 

@=1.6313，  # = 16.1384, (7.55) 

p=0.9112, 4, = 0.0762; Âz = 0.3576. 
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43 16.6 50.1 56.9 

9 0.4 3.4 4.6 

0 0.0 0.2 0.3 
191 0.1 2.1 


我 们 对 被 观测 和 估计 的 频数 列表 如 下 : 
k nk ñy (Poisson) Âk ( 负 二 项 ) fix (好 / 坏 ) 
0 96 978 96 690 96 981 96 975 
1 9 240 9774 9 231 9 252 
2 704 494 709 685 
3 
4 


a 
F 


x 
w 


最 下 面 一 行 的 x? 值 代表 通常 的 x? 统计 量 ， 由 x? = DO, (me — âr)? âr 来 计算 . 在 
计算 x? 统计 其 时， 人 们 常常 把 被 估计 的 理赔 次 数 小 于 5 的 那些 单元 组 合 到 它们 相 
邻 的 单元 之 中 .这样 ， 最 后 的 三 行 被 合并 成 一 行 ， 代 表 三 个 或 者 更 多 的 理赔 . 这 两 
个 混合 模型 给 出 了 一 个 完美 的 拟 合 效果 ; 事实 上 , 负 二 项 模型 的 拟 合 效果 好 得 简直 
让 人 难以 置信 . 注意 到 我 们 用 两 到 三 个 参数 来 拟 合 四 个 数字 . 但 是 无 论 如 何 该 保单 
组 合 的 齐 次 性 是 应 该 被 毋庸 置疑 地 拒绝 的 . 

尽管 原 假设 “每 一 个 保单 持 有 人 的 理赔 次 数 是 具有 相同 参数 的 独立 泊 松 随机 
变量 ”被 拒绝 了 ,这 并 不 意味 着 混合 泊 松 模型 不 正确 . 尽管 我 们 不 可 以 简单 地 下 结 
论 “ 保 单 持 有 人 共同 具有 一 个 来 自 某 结构 分 布 的 无 法 观测 的 风险 参数 ”. 但 是 认为 
那些 理赔 次 数 是 独立 的 负 二 项 随机 变量 列 或 许 也 是 恰当 的 ， 例 如 当 理 赔 次 数 构成 
一 个 泊 松 过 程 且 其 强度 参数 来 自 一 个 独立 的 伽 玛 结构 分 布 时 . 

利用 本 节 的 模型 ， 我 们 想 尽 可 能 准确 地 预测 一 个 保单 持 有 人 在 接 下 来 的 时 间 
AT +1 产生 的 理赔 次 数 .该 理赔 次 数 是 一 个 Poisson( 和 ) 随机 变量 ， 其 中 入 是 A 
的 一 个 观测 值 ， 而 A 的 先 验 分 布 已 知 (例如 服从 Tla, r) 分 布 ) 此 外 ， 过 去 的 观 
WH X1,…, Xz 是 已 知 的 . 我 们 可 以 证 明 ， 给 定 Xi = z1,…, Xr = zr 时 ， 人 的 
后 验 分 布 也 是 一 个 伽 玛 分 布 ， 其 参数 被 调整 为 " = 7+ T 和 a = a + zz, 其 中 
zz = ZT1 十 … 十 ZT. 采用 二 次 损失 函数 ， 利 用 习题 $7.2 第 9 题 ， 接 下 来 一 年 理赔 次 
数 的 最 佳 预报 量 是 A 的 后 验 期 望 : 
C 十 ZZ 
T 了 + 了 
倘若 我 们 对 每 一 个 人 在 长 度 为 * 的 时 间 段 计 入 a 个 虚拟 理赔 记录 ,那么 (7.56) 可 
以 解释 为 单位 时 间 上 观测 到 的 平均 理赔 次 数 ， 见 注 7.2.7. 

预报 (7.56) 是 信 度 预报 的 一 个 特殊 形式 . 该 信 度 预报 正比 于 先 验 保费 和 保单 
平均 值 的 一 个 线性 组 合 ， 这 是 因为 ( 见 (7.10)): 


Mr+i(Z1,.…,27) = (7.56) 


$ 7.5 关于 汽车 保险 理赔 次 数 的 负 二 项 模型 ‘127. 


(7.57) 





ae =: +(1-2)5, 其 中 z= 二 
注 7.5.1( 非 线性 估计 量 ;精确 的 信 度 ) ”在 定理 7.2.2 和 定理 7.2.4 中 ， 我 们 要 
求 Xir+l 的 预报 量 是 观测 值 的 线性 函数 形式 . 尽管 一 般 来 说 这 些 观测 值 的 线性 函 
数 最 易于 处 理 ， 我 们 还 是 来 看 一 看 观测 值 更 一 般 的 函数 形式 . 没有 了 线性 性 的 局 
R, Xira 的 在 均 方 误差 意义 下 最 佳 的 预报 量 是 所 谓 的 后 验 Bayes 估计 ， 该 估计 
正好 等 于 条 件 期 望 EX; r41|Xu,---,Xsr] ( 见 (7.56)). MRS; 和 Sy, 是 独立 正 态 
随机 变 基 列 ， 则 最 佳 线性 估计 与 Bayes 估计 相同 . 在 文献 中 这 被 称 为 “ 信 度 期 望 正 
好 是 Bayes 的 ”. 此 外 ， 把 一 个 伽 玛 先 验 分 布 和 一 个 Poisson 后 验 分 布 组 合 起 来 也 
会 得 到 如 此 的 “准确 的 信 度 ”, 这 是 因为 后 验 Bayes 估计 正好 等 于 观测 值 的 线性 函 
数 (见习 题 87.5 第 2 题 ). 理赔 额 的 后 验 均值 等 于 信 度 保费 (7.57). v 
如 果 我 们 按照 平均 值 原理 把 整个 保单 组 合 必须 的 保费 分 割 开 来 ， 那 么 由 于 下 
面 的 一 些 原因 , 我 们 得 到 了 一 个 基于 信 度 的 经 验 费 率 系统 (请 参阅 Lemaire (1985)): 
1. 系统 是 公平 的 ， 在 续 保 时 ， 每 一 个 保 户 缴纳 的 保费 与 考虑 到 他 过 去 所 有 信 
息 而 估计 出 的 期 望 理 赔 频 数 (7.56) 成 正比 . 

2. 系统 在 财政 上 是 平衡 的 ， 记 Xz = Xi +… + Xr 为 产生 理赔 的 总 次 数 ， 于 

是 E[Xz] = ELBLXzIA]] = TEA), 所 以 
2 [s+ _a+T2 a 


T+T THT T (7.58) 


这 意味 着 对 每 一 个 保单 来 说 ， 比 例 因子 (7.56) 的 平均 值 等 于 总 平均 a/r. 所 以 任意 
一 个 驾驶 员 要 缴纳 的 保费 的 期 望 值 每 年 保持 为 一 个 常数 . 

3. 保费 仅仅 依赖 于 前 T 年 记录 的 理赔 次 数 ， 而 不 管 那些 理赔 究竟 是 在 整个 阶 
段 的 什么 时 候 发 生 的 . 所 以 , 过 去 五 年 的 理赔 都 发 生 在 第 一 年 或 者 都 发 生 在 最 后 一 
年 对 接 下 来 一 年 保费 的 制定 不 产生 任何 影响 . 86.2 介绍 的 奖惩 系统 不 具有 这 个 性 
质 . 不 过 我 们 也 质疑 这 个 性 质 究竟 应 不 应 该 成 立 . 如 果 像 现在 这 样 假设 强度 参数 入 
是 一 个 常数 ， 则 K 是 一 个 充分 统计 量 ， 然 而 在 实际 中 A 的 值 并 非 一 个 常数 . 任何 
情况 都 会 随 着 时 间 的 变化 而 变化 , 青春 不 会 永存 ， 人 也 不 可 能 永远 保持 最 活跃 的 状 
态 ， 随 着 时 间 的 流逝 ， 他 的 儿子 会 长 大 并 且 会 借用 家 里 的 汽车 . 由 这 些 实际 原因 ， 
后 面 的 观测 数据 必须 比 前 面 的 数据 起 得 作用 更 大 一 些 . 

4. 在 最 初 的 时 刻 t = 0 每 个 人 缴纳 相同 的 正比 于 a/7 的 保费 .而 随 着 T 趋 于 
00, 比值 (a + rz)/(r +T) 的 期 望 收敛 于 zz/T, 这 个 极限 代表 着 该 保单 的 实际 风 
R. 同时 , 方差 (c + rz)/(r 十 T)? 收敛 于 0. 所 以 最 终 每 个 人 缴纳 的 保费 对 应 于 他 
自己 的 风险 ， 虚 拟 数据 的 影响 会 逐渐 消逝 . 

我 们 使 用 值 a = 1.6 和 r = 16( 见 (7.55) 和 Lemaire (1985)) 构造 了 表 7.1, 该 
表 在 各 种 不 同 的 观测 时 间 长 度 和 观测 到 的 理赔 次 数 情况 下 给 出 理赔 频数 的 最 优 估 
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计 . 初始 保费 定 为 100%, 后 验 保费 由 如 下 公式 计算 : 





qoo% tr) _ 10 = 10072 +22). (7.59) 
A alr a(r+T) 


从 表 7.1 可 以 看 出 ， 在 过 去 10 年 中 恰好 发 生 1 次 理赔 的 驾驶 员 与 一 个 新 驾驶 员 的 
风险 相同 ， 这 里 我 们 假设 了 该 新 驾驶 员 在 16 年 中 出 现 1.6 次 虚拟 理赔 记录 . 如果 
一 个 人 在 10 年 里 面 没有 发 生理 赔 ， 则 他 可 以 得 到 一 个 折扣 1 一 7/(7 + 10) = 38%. 
而 如 果 他 在 16 年 出 现 一 个 理赔 时 ， 则 真实 记录 和 虚拟 记录 在 保费 中 起 的 作用 一 样 
大 . 


表 7.1 ”来 年 理赔 频数 占 新 驾驶 员 理 赔 频数 的 百分比 的 最 优 估计 








理赔 次 数 k 

年 数 t 0 1 2 3 4 
0 100 
1 94 153 212 271 329 
2 89 144 200 256 311 
3 84 137 189 242 295 
4 80 130 180 230 280 
5 76 124 171 219 267 
6 73 118 164 209 255 
7 70 113 157 200 243 
8 67 108 150 192 233 
9 64 104 144 184 224 


Ss 
FA 
8 
8 
& 
m 
5 
3 
w 
a 





例 7.5.2( 与 第 6 章 奖惩 系统 的 对 照 ) ”作为 一 个 例子 ， 我 们 来 看 看 当 一 个 驾 
驶 员 在 第 一 个 观测 年 出 现 了 一 个 理赔 记录 后 他 在 投保 的 第 6 年 应 该 缴纳 的 保费 情 
况 . FER 7.1 中 ， 他 的 来 年 保费 等 于 124%. ER 6.1 的 系统 中 ， 由 于 阶梯 路 径 是 
2 一 1 一 2 一 3 一 4 他 要 缴纳 第 5 步 保 费 等 于 70%. 按照 表 7.1 缴纳 的 保费 总 和 等 
于 新 驾驶 员 缴 纳 的 保费 的 100+153+144+137+130+124= 788% 倍 . 在 表 6.1 的 
系统 中 ， 该 百分比 只 是 100 + 120 + 100 + 90 + 80 + 70 = 560%. 注意 到 按照 表 7.1, 
理赔 发 生 在 观测 年 的 第 1 年 还 是 第 5 年 对 制定 来 年 保费 没有 影响 ， 而 实际 上 这 对 
理赔 总 额 是 有 影响 的 . v 

注 7.5.3( 重 全 理赔 次 数 ) ” 设 一 个 保单 持 有 人 , 其 了 年 的 理赔 记录 是 已 知 的 . 如 
RA cy 个 理赔 被 记录 了 , 那么 期 望 理赔 次 数 A 的 后 验 分 布 是 F(a+zz,r+T) 分 布 . 
如 Lemaire (1985) 所 指出 的 那样 , 24 T = 3 时 在 zz = 0 和 zz = 2 两 种 情形 下 来 年 
保费 会 相差 一 个 因子 189/84 = 2.25. 但 是 两 个 理赔 次 数 的 后 验 分 布 在 相当 大 的 程 
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度 上 是 重生 的 . 实际 上 , 在 第 一 种 情况 下 , 由 于 C(0.0842;0,7+T) = 0.605, 那些 具有 
类 似 理赔 记录 的 驾驶 员 的 理赔 次 数 少 于 平均 数 a/(r+T) = 0.0842 的 概率 是 60.5%; 
而 在 第 二 种 情况 下 ， 由 于 当 zz = 2 和 了 = 3 时 有 G(0.0842;a+ 25,7 +T) = 0.121 
成 立 ， 具 有 比 上 述 驾驶 员 平均 水 平 更 好 的 泊 松 参数 的 概率 也 很 大 .对 那些 “好 的 
却 又 在 导致 理赔 上 倒 每 透顶 的 驾驶 员 来 说 ， 基 于 任何 一 个 奖惩 系统 的 经 验 费 率 都 
证 明 是 非常 不 公平 的 . v 


87.6 J3 Æ 


§7.2 

1. 通过 补充 和 推导 (7.15) 中 的 协 方差 关系 式 来 完成 定理 7.2.2 和 定理 7.2.4 的 证 明 . 使 用 
并 验证 协 方差 的 线性 性 ， 对 所 有 的 随机 变量 X,Y 和 Z, 我 人 有 Cov[X,Y + Z] = Cov[X,Y] + 
Cov[X, Z), 并且 对 所 有 的 实数 a, 有 Cov[X, aY) = aCov[X,Y]. 

2. WX, Xr 是 一 列 具 有 均值 m 和 方差 s? 的 互 不 相关 随机 变量 . 考虑 加 权 平 均 Xu = 
Ly weXe, 其 中 we > 0,t = 1,---, 7, WE L, we = 1. EH E[Xw] =m, Cov[X:, Xu] = wes? 
和 Var[Xw] = Z, wes?. 

特别 地 , 当 wt = 未 时 有 Xw = X, 从 而 我 们 得 到 EX) = m 和 Cov[Xe, X] = Var[X] = $. 

3. 证 明 样本 方差 S = phy OT {Xt -XP 是 s? 的 一 个 无 偏 估计 量 . 

4. 在 定理 7.2.2 的 情形 下 , 证 明 Xir 的 最 佳 预 报 量 同 时 也 是 风险 保费 m + Si 的 最 佳 估 
HE. Si 的 最 佳 线性 无 偏 估 计量 (BLUE) 是 什么 ? 

5. 求 信 度 保费 (7.9) 的 方差 和 均 方 误差. 再 求 作为 m + 三; 的 一 个 估计 量 的 (7.9) 的 均 方 误 
3. 

6. 如 果 去 掉 定理 7.2.2 条 件 中 的 无 偏 性 ， 求 信 度 估计 量 ， 并 研究 导致 的 偏差 . 

7. 如 果 每 一 个 合同 缴纳 的 是 齐 次 保费 ， 证 明 信 度 保费 的 和 等 于 阶段 内 平均 每 年 的 支出 . 

8. 证 明 在 模型 (7.5) 中 MSB 的 均值 是 aT + s?, MSW 的 均值 是 s?. 

9. 对 每 一 个 随机 变量 Y, 证 明 其 在 均 方 误 差 意义 下 的 最 佳 预报 量 是 实数 p = E[Y]. 

10. BX = (Xin, 4, XiT, Xat, Xar, Xan Xar)" 是 由 (7.7) 中 那些 可 观测 
的 随机 变量 构成 的 一 个 向 量 ， 试 叙述 协 方差 矩阵 Cov[X, X). 
§7.3 

1. 为 了 把 协 方差 分 解 为 条 件 方差 ， 请 推导 公式 


Cov[X, Y] = E[Cov[X, Y|2]] + Cov[E[X|Z], E[Y|Z]]. 


87.4 
1. 设 Xi, Xr 是 一 列 独 立 随机 变量 ， 分 别 具 有 方差 Var[Xi] = s/w, 其 中 we 是 某 些 
EM, t=1,---,T. 证 明 线性 组 合 DO, aq:X( 其 中 az = 1) 的 方差 YD, as? /wi 在 as x ut 时 
达到 最 小 ， 这 里 符号 x 表示 “正比 于 ”. 于 是 最 优 解 为 et = we/wz. 再 证 明 在 这 种 情况 下 方差 
的 最 小 值 是 s?/wz. 
2. 证 明 在 模型 (7.31) 中 我 们 有 Var[Xw] < Var[Xww]( 见 注 7.4.4). 
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3. R m 的 最 佳 齐 次 线性 估计 量 . 

4. 试 说 明 在 求 m+ 5; 的 最 佳 非 齐 次 线性 估计 量 时 无 偏 性 的 限制 是 多 余 的 . 

5. 请 说 明 ， 如 注 7.2.6 所 言 ， 在 Biihlmann-Straub 型 中 Xj,r41 和 mm + Si 的 最 佳 预报 量 
相同 . 

6. $B (7.33) 中 的 z; 的 渐 近 性 (参阅 注 7.2.3). 

7. 用 与 注 7.2.7 同样 的 方法 把 信 度 保费 (7.34) 描述 为 实际 记录 和 虚拟 记录 的 一 个 混合 . 

8. 试 说 明 在 由 (7.31) 给 出 的 Biihlmann-Straub 模型 的 特殊 场合 (7.5)~(7.6) F (7.9) 可 
以 由 (7.34) 给 出 . 

9. 在 注 7.4.3 的 情形 下 ， 试 用 F- 表 来 说 明 当 s?/a = 0.823, J = 5 和 全 = 4 时 事件 5 < 0 
的 概率 等 于 0.05. 

10， 设 在 Biihlmann-Straub 模型 中 3 个 合同 3 年 的 理赔 记录 已 知 ， 且 每 一 个 的 权 取 为 
wje 三 1, 求 信 度 保费 ， 这 些 合同 的 理赔 情况 如 下 : 








t=1 t=2 t=3 
=1 10 12 14 
= 13 17 15 
14 10 6 





§7.5 

1. [A] 设 X1,… ,XJ 是 来 自 于 具有 参数 a 和 r/(r +1) 的 负 二 项 分 布 的 一 组 样本 ， 定 义 
取 值 的 随机 变量 的 个 数 为 Ni = #{j|X; = k}, k = 0,1,…. 如 果 Ni = re, k = 0,1,…, 请 
说 明 a 和 的 极 大 似 然 估 计 由 (7.53) 和 (7.54) 给 出 . 

2. [A] 设 A 的 先 验 分 布 是 (a,7) 分 布 ， 给 定 A = 和 时 年 理赔 次 数 XX1,…, Xr 构成 独立 
Poisson( 入 ) 随机 变量 列 . 证 明 在 给 定 Xi = z1,… Xr = rr 时 人 的 后 验 分 布 是 T(a+zz,7+T) 
分 布 ， 其 中 zz = x1 十 … 十 zT. 

3. 通过 比较 上 一 题 的 Pr[X2 = 0] 和 Pr[X2 = 0|Xi = 0) 来 说 明理 赔 次 数 Xt 不 是 独立 
的 . 再 说 明 它们 也 不 是 不 相关 的 . 

4. WEH D(a, 7) 分 布 的 众 数 (即使 得 密度 达到 最 大 的 自 变量 的 值 ) 等 于 (a 一 1)4/7. 

5. [A] 如 果 a 和 的 值 由 矩 估 计 方法 给 出 ， 试 求 nk 和 x?- 检验 统计 量 的 估计 值 . 

6. 说 明 在 本 节 模 型 (7.52) 中 的 随机 变量 Aj 和 Xj - Ai 不 相关 . WE a= 1.6 M r= 16 
后 求 比值 Var[Aj]/Var[X5i]. 

7. [A] 在 表 7.1 中 系统 的 Loimaranta 功效 指 的 是 什么 ? 稳 态 分 布 指 的 是 什么 ? 
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在 计 基 经 济 学 中 ， 运 用 最 为 广泛 的 统计 技巧 是 多 元 线性 回归 . 不 过 ， 这 一 技巧 
却 并 不 总 是 适用 于 精算 统计 模型 ， 回归 分 析 中 假定 随机 扰动 服从 这 样 的 一 些 正 态 
分 布 ; 其 方差 取 常 值 ， 而 均值 则 为 附属 数据 的 线性 函数 . 但 在 精算 学 应 用 中 ， 具 有 
固定 方差 的 对 称 正 态 随机 变量 却 不 能 适当 地 描述 这 种 情形 . 例如 ， 当 第 4 章 中 关于 
泊 松 过 程 的 假定 成 立时 ， 一般 而 言 ， 泊 松 分 布 是 一 理想 的 模型 . 对 这 些 随机 变量 而 
言 ， 其 均值 与 方差 是 相同 的 ; 不 过 ， 实 践 中 采集 的 数据 往往 显示 方差 要 大 于 均值 . 
又 如 ,用 于 描述 索赔 额 的 分 布 通常 具有 厚重 的 右 尾 . RH, 与 其 假定 方差 不 依赖 于 
均值 , .不 如 假定 变异 系数 取 常 值 ， 此 外 ， 有 待 建 模 的 现象 极 少 关于 附属 数据 是 可 加 
A, RAMEE LHR. 从 城镇 移居 乡村 ， 或 换 用 一 辆 轻 200 公斤 的 汽车 ,但 
维持 保单 的 其 它 特征 不 变 时 ， 往 往 可 能 使 平均 总 索赔 额 减少 它 的 某 一 固定 的 百 分 
比 ， 而 不 会 减少 一 个 与 原 有 风险 无 关 的 固定 量 . 

这 两 个 问题 皆 可 绕 开通 常 的 线性 模型 ， 而 借助 广义 线性 模型 加 以 解决 (以 下 有 
时 以 英文 称谓 Generalized Linear Models 的 缩 略 词 GLM 来 简 记 广义 线性 模型 ). 这 
一 推广 是 双重 意义 的 . 首先 , 它 允 许 偏离 均值 的 随机 误差 服从 有 别 于 正 态 的 另 一 种 
分 布 . 事实 上 ,此 随机 误差 可 服从 指数 散布 族 中 的 任 一 种 分 布 ， 自然 包含 了 正 态 分 
布 、 泊 松 分 布 、( 负 ) 二 项 分 布 、 伽 玛 分 布 与 逆 高 斯 分 布 等 ， 其 次 ， 无 需要 求 随机 
变量 的 均值 是 解释 变 基 的 线性 函数 ， 而 仅 要 求 它 依 某 一 量度 是 线性 的 . 警 如 ， 当 这 
一 基 度 为 对 数 时 ， 我 们 事实 上 便 以 可 乘 模型 替代 了 可 加 模型 ， 

通常 ， 人们 并 不 专注 于 观测 值 自 身 ， 而 是 选取 它们 这 样 的 一 种 转换 值 ， 即 这 些 
转换 值 能 以 其 正 态 性 (从 而 含 对 称 性 ), 再 伴 之 以 常 方差 与 可 加 的 系统 效应 而 较 好 地 
符合 通常 的 多 元 回归 模型 的 要 求 . 不 过 ,并 不 总 能 达到 上 述 目的 . 譬如 ， 使 泊 松 随 
机 变量 对 称 化 ( 偏 度 近似 地 为 零 ) 的 变换 可 取 为 Y2/3, 但 稳定 方差 的 变换 却 为 Y1/2， 
而 将 可 乘 系统 效应 化 为 可 加 情形 的 变换 则 为 logY. 此 外 ， 转 换 模 型 中 的 若干 最 优 
化 性 质 ， 诸 如 无 偏 性 ， 乃 至 有 些 情 形 的 相合 性 ,在 返 转 至 原来 的 量度 时 有 可 能 不 复 
存在 . 

本 章 中 ， 我 们 将 不 在 最 一 般 的 框架 下 讨论 广义 线性 模型 ， 为 简便 起 见 ， 仅 限 
于 交叉 分 类 的 观测 数据 , 这些 数 据 可 自然 地 列 入 到 一 个 二 维 的 表格 中 . 同 随机 变量 
Xi 有 关 的 附属 数据 是 行 数 i 与 列 数 j. 在 下 一 章 ， 我 们 将 把 “对 角 数 "i 十 j 一 1 也 
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视 为 解释 变量 . 关于 更 一 般 的 模型 ， 即 多 于 二 维 的 表格 ， 可 参看 其 它 的 教材 ， 一般 
而 言 ， 观 测 值 被 设置 成 一 个 由 n 个 独立 但 不 同 分 布 的 随机 变量 组 成 的 向 量 ， 这 时 
存在 一 个 以 一 种 直接 可 用 的 方式 包含 解释 变量 的 设计 矩阵 . 

很 多 精算 问题 可 以 利用 特殊 的 广义 线性 模型 来 处 理 , 这 里 仅 提 及 方差 分 析 , 泊 
松 回归 以 及 分 对 数 (logit) 与 概率 单位 (probit) 模型 等 不 多 的 几 类 . 这些 模 型 可 应 
用 于 IBNR 问题 (这 点 将 在 下 一 章 予以 说 明 ), 生存 数据 与 复合 泊 松 分 布 . 此 外 ， 不 
难 发 现 ， 许 多 备 受 推崇 的 具 启 示意 义 的 精算 技巧 事实 上 可 归 类 于 GLM. 在 第 6 章 
引出 奖 迁 系 统 的 研究 中 ， 估 计 技 巧 的 选择 虽 源 自 于 它们 简单 的 启示 式 的 特征 ， 但 
它们 同时 也 构成 了 某 类 特定 GLM 的 极 大 似 然 估计 . 同样 的 情形 对 于 IBNR 估计 中 
某 些 广泛 使 用 的 技巧 也 成 立 ， 这 点 将 在 下 一 章 中 予以 解释 . 有 别 于 信 度 理论 ， 有 很 
多 商用 软件 可 用 于 处 理 GLM. 除了 由 NAG(Numerical Algorithams Group, 数值 算 
法 组 ) 研制 的 专用 程序 GLIM (Generalized Linear Interactive Modelling, 广义 线性 
ERER), 我 们 还 特别 提 及 包含 在 广 为 使 用 的 SAS 与 S-Plus 两 程序 中 的 GenMod 
模块 .广义 线性 模型 的 研究 始 于 Nelder 与 Wedderburn 的 工作 . 他 们 以 GLM 的 
形式 给 出 了 包含 方差 分 析 、 概 率 单 位 分 析 在 内 的 多 种 统计 方法 的 统一 描述 ， 他 们 
还 给 出 了 一 种 最 优 与 有 效 地 估计 所 有 这 些 模型 的 一 个 算法 .在 GLIM 的 近期 版 本 
中 ， 另 有 其 它 的 算法 用 于 改善 某 些 情况 下 的 稳定 性 . 

在 88.2, 我 们 将 简单 地 介绍 通常 的 与 广义 的 线性 模型 。 在 88.3 中 我 们 将 指 
出 ,精算 实践 中 有 些 费 率 厘定 技巧 恰 可 表 为 GLM. 在 88.4, 我 们 将 研究 作为 拟 合 优 
劣 测度 的 偏差 (或 比例 偏差 ) 对 于 正 态 分 布 而 言 ， 此 基 是 残 差 的 平方 和 ， 从 而 是 
和 x? 有 关 的 统计 基 ; 但 一 般 而 言 ， 它 们 是 和 对 数 似 然 函 数 有 关 的 .在 88.5 中 我 们 
将 给 出 一 个 例子 . 在 88.6, 我 们 参照 其 它 一 些 GLM 教材 的 观点 ， 将 叙述 有 关 GLM 
的 另外 一 些 理论 . 具体 地 说 ， 我 们 将 给 出 一 个 GLM 的 一 般 性 定义 ， 将 简短 地 叙述 
Nelder 与 Wedderburn 的 适用 于 所 有 目标 的 算法 ,还 将 解释 什么 是 典 则 联结 ， 至 于 
有 关 GLM 对 于 IBNR 问题 的 应 用 ， 可 参见 下 一 章 . 
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广义 线性 模型 具有 以 下 三 个 特征 : 

1. 存在 一 随机 分 量 , 确切 地 说 ， 假 定 观测 量 是 以 指数 散布 族 为 其 密度 的 相互 
独立 的 随机 变量 Y; i = 1,…,n. 就 我 们 的 目的 而 言 ， 最 重要 的 例子 有 : 

。 正 态 随 机 变量 N (mi, vi); 

。 泊 松 随 机 变量 Poisson(j;); 

。 总 体 服从 泊 松 分 布 Poisson(j) 的 样本 容量 为 ni = 1/ 的 样本 均值 ; 

ob 与 二 项 随机 变量 的 积 。 wxB( 去 ,pi) (从 而 表示 1/d, 次 试验 中 的 成 功 的 
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次 数 ); 

。 伽 玛 随机 变量 (I, gz) 

。 道 高 斯 随机 变量 G(s, zia). 

从 上 述 所 有 例子 中 可 看 出 ， 所 选择 的 参数 化 可 保证 它们 的 均值 皆 等 于 ui, 但 
vi 却 是 这 样 一 种 参数 ， 它 并 不 改变 均值 ， 而 仅 影 响 随机 变量 的 方差 (见习 题 88.2 
第 1 题 ). 我 们 取 w 等 于 8/wi, 并 称 o 为 散布 参数 , 而 称 wi 为 权重 . 恰 如 前 一 章 
Buhlmann-Straub 可 信 性 模型 中 所 述 的 权重 , 它 通常 表示 这 样 一 些 独立 同 分 布 的 观 
测 个 数 ， 以 保证 Y: 恰 为 这 些 独立 同 分 布 观测 的 算术 平均 (通常 称 这 样 的 权重 为 自 
然 权重 ). 譬如 ， 二 倍 vi 与 二 倍 权重 (样本 容量 ) 对 于 方差 产生 的 效应 是 相同 的 . 

2. 模型 的 系统 分 重 为 每 一 观测 量 指 配 一 个 线性 预 估 量 n = Lj tijbj, 它 是 诸 
参数 6 ，…, 的 线性 函数 . 

3. Y: 的 期 望 值 y 借助 联结 函数 与 线性 预 估 基 n 联结 ， 7; = gl). 

È 8.2.1( 典 则 联结 ) ”每 一 分 布 均 对 应 于 一 自然 的 联结 函数 ， 通 常 称 为 典 则 
联结 函数 . 起 用 这 些 联结 函数 具有 若干 技术 上 的 便利 之 处 ( 见 §8.6). 璧 如， 对 于 正 
态 分 布 ， 典 则 联结 是 恒 同 函数 ， 从 而 导致 一 可 加 模型 ， 对 于 泊 松 分 布 ， 典 则 联结 是 
对 数 函 数 ， 从 而 得 到 一 对 数 线性 模型 ， 即 可 乘 模型 ， 对 于 佩 玛 分 布 ， 典 则 联结 是 倒 
数 . v 

注 8.2.2( 方 差 函数 ) ”注意 ， 在 上 述 随机 分 量 中 采用 的 参数 化 既 不 总 是 最 常见 
的 ， 也 不 是 最 方便 的 . 若 以 参数 jv; 表示 均值 ， 在 每 一 情形 总 可 找到 一 函数 V(.), 使 
得 方差 等 于 V(ji)wi. 通常 称 这 样 的 函数 VO) WF ABR. 暂时 假定 wi = 1, 从 而 
对 每 一 观测 i FA w = 9. 在 随机 分 量 中 列举 的 诸 分 布 已 囊括 多 种 方 益 函 数 ， 从 
而 使 得 对 大 其 精算 问题 恰当 地 建 模 成 为 可 能 以 下 依 方差 函数 中 / 的 宕 次 的 升 宕 
序 ， 分 别 表述 之 : 

1. 具有 常 值 方差 o = p o 的 正 态 分 布 (同方 差 性 ); 

2. 方差 与 均值 相等 的 泊 松 分 布 以 及 泊 松 总 体 的 样本 均值 . 对 前 者 , 我 们 有 o? = 
外 ,对 后 者 而 言 ， 方 差 与 均值 成 正比 ， 即 有 o? = p 9; 

3. 如 列举 的 参数 化 所 示 ，T(a, b) 分 布 具 有 固定 的 形状 参数 ， 从 而 其 变异 系数 
op 取 常 值 ， 故 有 0? = p? o; 

4. 如 列举 的 ud 参数 化 所 示 ， IG(a, b) 分 布 的 方差 等 于 p=? =p o. 

Y: 的 方差 描述 了 第 i 个 观测 量 的 精度 ， 如 不 计 权重 ， 对 正 态 随机 变量 而 言 ， 
此 精度 恒 为 常 值 ， 对 泊 松 随机 变量 而 言 ， 此 精度 与 参数 有 关 ， 参数 越 大 ， 精 度 越 
小 .于 是 ， 较 小 观测 量 的 残 差 要 比较 大 观测 量 的 残 差 小 ， 这 一 现象 对 佩 玛 分 布 其 
至 更 为 明显 ， 道 高 斯 分 布 也 如 此 . v 

注 8.2.3(“ 零 ” 与 “全 ” 模型 ) ”我 们 研究 的 最 不 精细 的 线性 模型 仅 以 常数 项 作 
为 系统 分 量 ， 从 而 把 所 有 变异 皆 归 因 于 偶然 性 ， 且 否认 附属 数据 的 任何 影响 . 在 广 


+ 134- 第 8 章 广义 线性 模型 





义 线 性 模型 的 文献 中 , 通常 称 这 一 模型 为 零 模型 . 此 模型 中 假定 每 一 观测 量具 有 相 
同 的 分 布 ， 从 而 样本 均值 了 是 每 一 yi 的 最 优 估计 基 . 另 一 极端 , 即 所 谓 的 全 模型 . 
这 类 模型 假定 观测 i 的 每 一 单元 均 有 它 自己 的 参数 . 若 使 总 似 然 函 数 最 大 ， 便 知 观 
测量 Yi 是 一 估计 基 ，， 该 模型 仅 重 复 地 表述 数据 ， 对 其 既 不 作 任 何 浓缩 ， 也 不 赋予 
任 一 结构 .在 此 模型 中 ,把 观测 量 之 间 的 所 有 变异 皆 归 因 于 系统 分 量 . 一 般 而 言 
零 模型 过 于 粗粮 ， 而 就 实用 的 目的 而 言 ,全 模型 又 含有 太 多 的 参数 . 于 是 ， 在 这 两 
者 之 间 ， 人 们 往往 企 求 一 个 “最 优 ”的 模型 .该 模型 必须 拟 合 得 好 ， 即 使 得 预 估 的 
结果 和 实际 的 观测 值 较 接近 . 另 一 方面 , 若 模型 的 参数 越 少 , 不 仅仅 越 容易 “销售 ” 
给 潜在 的 保单 持 有 者 ， 尤 其 更 易 “ 销 售 " 给 管理 者 . 后 者 坚持 较 薄 的 收费 目录 册 和 
一 个 可 操作 与 易 理解 的 模型 这样， 在 模型 的 预测 力度 与 它 的 易 管理 性 之 间 必 须 
寻求 一 种 折衷 . v 

在 分 析 广 义 线性 模型 时 ， 评判 一 个 模型 优 劣 的 量化 准则 是 该 模型 的 对 数 似 然 
函数 . 熟知， 在 零 假设 下 ， 模 型 的 某 种 细 化 未 必 是 一 种 实际 的 改进 ;但 以 对 数 似 然 
函数 (x2, 再 除 以 散布 参数 内 表示 的 赢利 却 近似 地 服从 这 样 一 种 x? 分布 ， 其 自 
由 度 恰 等 于 有 待 额外 地 予以 估计 的 参数 个 数 . 基于 上 述 事实 , 可 以 逐一 检测 顺 次 细 
化 的 模型 ， 并 确定 其 中 哪 一 种 细 化 导致 一 个 以 极 大 似 然 值 表示 的 有 显著 改进 的 拟 
合 . 关于 对 数 似 然 函 数 的 一 个 上 界 是 和 全 模型 对 应 的 值 , 此 值 可 视 为 是 一 衡量 的 标 
准 . 不仅 待 比较 的 模型 需 依 据 参数 (可 能 是 经 由 线性 组 合 再 参数 化 后 的 参数 ) 集 的 
子 集 相互 嵌 套 成 一 检测 链 ， 对 联结 函数 与 误差 分 布 也 需 作 同 样 的 处 理 

注 8.2.4( 残 差 ) ”为 判断 一 模型 是 否 足够 好 ， 以 及 何 处 可 改进 ， 我 们 还 可 观察 
KA, 即 实际 观测 值 与 由 模型 而 得 的 预 估 值 之 间 的 标准 差 .标准 化 是 借助 引入 方差 
函数 与 参数 估计 而 实现 的 自然， 我 们 可 以 考虑 通常 的 皮尔 逊 残 差 ， 不 过 ， 本 文 偏 
爱 于 考虑 以 观测 值 对 于 最 大 对 数 似 然 值 的 贡献 作为 基准 而 得 的 残 差 ， 对 于 以 恒 同 
函数 作为 联结 函数 的 正 态 分 布 而 言 ， 标 准 化 的 (皮尔 逊 ) 残 差 的 平方 和 服从 x? 分 
布 ， 并 和 极 大 似 然 差 成 比例 .对 于 其 它 的 分 布 ， 此 量 则 可 替换 极 大 似 然 差 用 以 比 
较 拟 合 的 优 劣 . v 
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此 节 中 , 我 们 将 阐明 在 广义 线性 模型 中 采用 Ix J 列 联 表 的 想法 . 设想 , 我 们 通 
过 将 因子 评级 成 了 与 J 个 风险 类 而 生成 关于 诸 观 测量 Yj (i = 1 ,了 = 
的 一 个 表格 . 这 样 ， 我 们 便 可 利用 以 i 与 ; 索引 的 Tv 个 相互 独立 的 观测 量 来 替换 
前 一 节 中 表述 的 以 i 索引 的 n 个 相互 独立 的 观测 量 . 高 于 2 维 的 推广 是 直接 的 . 每 
一 观测 量 的 附属 数据 由 表 中 的 行 数 i 与 列 数 7 组 成 . 上 述 结构 适用 于 许多 情形 . 璧 
如 ， 参 见 88.5 中 例 ， 行 数 可 以 指明 某 一 地 区 / 性 别 组 合 ， 列 数 则 可 以 是 汽车 的 重 
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基 级 别 或 奖惩 系统 中 的 类 别 . 这 样 ， 观 测量 Y 便 可 表示 具有 特征 i 与 j 的 所 有 
司机 的 已 观测 到 的 事故 总 次 数 . 另 一 例子 可 参见 下 一 章 , 那里 i 表示 某 一 保单 的 签 
HE, j 表示 发 展 年 ， 而 观测 量 Yi; 便 表示 在 日 历年 i+j 一 1 针对 附属 于 年 i 的 
诸 保 单 而 支付 的 总 索赔 额 . 这样， 此 例 中 日 历年 i+j 一 1 便 可 视 为 第 三 个 附属 变 
R. 现 我 们 假设 诸 观 测量 Yi 的 概率 分 布 服从 一 广义 线性 模型 的 假定 . 确切 地 说 ， 
假定 它们 可 视 为 是 一 个 以 i 与 了 作为 解释 变量 的 对 数 线性 模型 ， 这 表明 观测 量 Y; 
的 期 望 值 可 表 为 


ElYij] = poiB;, i=l; j= (8.1) 


该 模型 的 参数 是 u ai 与 bj 至 少 有 两 个 参数 是 多 余 的 ; 不 失 一 般 性 ， 不 妨 先 假定 
=b =1. 稍 后 ， 我 们 将 发 现 ， 若 以 aa = 1 替换 /= 1 也 许 更 方便 ， 此 时 ，. 可 把 
人 解释 为 参照 单元 (i,j) = (1,1) 的 期 望 值 ， 自 然 ， 也 可 将 (8.1) 式 中 诸 参 数 的 相 乘 
改 为 相 加 ， 由 此 即 得 一 可 加 模型 . 不 过 ,如 前 所 述 ， 这 样 的 模型 不 适宜 于 在 精算 实 
务 中 运用 . 

注 8.3.1( 与 对 数 线性 模型 的 联系 ) ”人 们 也 许 会 质疑 ， 怎样 解释 上 述 模型 (8.1) 
R, 方 可 使 之 和 广义 线性 模型 的 第 2 个 与 第 3 个 特征 相 一 致 . 显然 , 若 7; 的 期 望 
值 可 表 为 BEDY5] = exp(iloga + jlog + logy), 其 中 心 与 有 为 参数 ， 便 得 一 个 关 
于 i 与 j 的 对 数 线性 模型 ,此 时 ， 我 们 称 回归 基 i 与 j 为 变量 (variate), 它们 必定 
是 以 区 间 尺度 测量 的 。 i 对 于 线性 预 估量 的 贡献 具有 形式 iloga, 从 而 参数 a; E 
具有 特定 的 形式 ， a = ai( 这 里 第 1 个 i 是 下 标 , 第 2 个 i 是 短 次 ). 不 过 , 如 (8.1) 
式 所 示 , 变量 i 事实 上 是 用 以 分 类 数据 的 ， 它 的 数值 仅 起 到 标签 的 作用 ， 故 我 们 称 
i 为 一 因子 . 与 因子 i 有关 的 参数 应 是 任意 数值 a i = 1,…, 了. 这 样 ， 为 在 广义 线 
性 模型 的 框架 内 重新 表述 (8.1) 式 ， 亦 即 把 EY) 表 为 附属 变量 的 一 个 对 数 线性 
函数 ， 对 每 一 观测 量 ， 我 们 可 如 下 以 了 个 虚拟 变量 di,…, di 来 甄别 行 数 ， di; = 1 
如 该 观测 量 的 行 数 为 i, 否则 为 零 ， 于 是 ， 位 于 行 i 中 每 一 单元 对 于 (8.1) ks 
即 可 表 为 对 数 线性 函数 的 形式 expli de log a). 

注 8.3.2( 以 别名 称呼 ) ”模型 中 经 常会 出 现 多 余 的 参数 .例如 ， Eap 
常数 项 和 一 个 因子 , 或 有 多 于 一 个 的 因子 分 别 为 相应 的 一 组 虚拟 变量 替换 时 , 便 属 
于 这 样 的 情形 . 为 绕 开 由 于 模型 中 存在 多 余 的 参数 而 引发 的 验证 问题 , 我 们 可 剔除 
多 余 的 虚拟 变量 . 用 GLIM( 即 广义 线性 迭代 建 模 ) 的 术语 来 说 ， 这 些 参 数 以 别名 
被 称呼 . 这 一 现象 称 为 “多 重 共 线 性 " 或 “虚拟 陷阱 ”. v 

注 8.3.3( 变 量 间 的 交互 作用 ) ”有 时 两 个 因子 ,或 一 个 因子 与 一 个 变量 会 " 相 
HER”. 例如 ， 当 性 别 与 年 龄 (类 ) 取 作 回归 量 时， 年 龄 对 男性 与 女性 的 影响 是 不 
同 的 . 于 是 ,可 将 这 两 个 变量 组 合成 一 个 新 的 综合 变量 用 以 描述 它们 的 组 合 效应 . 
通常 称 这 些 新 的 综合 变量 为 原 有 变量 的 交互 作用 . 如 两 因子 分 别 具 有 I 与 了 个 水 
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平 ， 它 们 的 交互 作用 便 具有 1J 个 水 平 ， 详 见 88.5 PAF. Vv 

注 8.3.4( 观 测量 的 权重 ) ”对 于 每 一 单元 (ij), 除 观 测量 Yi; 外 ， 另 有 一 权重 
wj 在 精算 应 用 中 ， 关 于 这 些 量 有 若干 种 不 同 的 解释 : 

1. Yy 为 平均 索赔 频率 ， 如 Sy = Yi; wi; 是 索赔 次 数 ， wi; 是 单元 (i,j) 的 其 
露 , 即 保单 在 此 单元 中 受 保 的 总 年 数 ; 

2. Ya 为 平均 索赔 额 ， 如 Sy 是 此 单元 的 索赔 总 额 ， wi; 是 索赔 次 数 ; 

3. Yi; 为 观测 到 的 净 保 费 ， 如 S5 是 此 单元 的 索赔 总 额 ， wii 是 暴露 . 

上 述 任 一 个 解释 皆 适 用 于 稍 后 的 例子 . 以 后 假定 权重 wj 是 一 常数 ， 它 是 可 完 
全 精确 地 予以 测定 的 ; 但 Sij, 从 而 Yi; 则 为 随机 变量 , 它们 的 可 能 取 值 分 别 以 小 写 
字母 si 与 yj 表示 . v 

以 下 暂 令 w= 1. 我 们 将 介绍 若干 方法 用 以 获得 参数 a: 与 B; 的 估计 量 ái 与 
Âj, 以 使 得 GiB; = yy. 这 些 方法 虽 在 精算 实务 中 经 常 被 用 到 ， 但 使 用 者 未 必 都 意 
识 到 这 是 一 些 具 有 丰富 统计 底蕴 的 方法 ， 对 于 每 一 种 方法 ， 我 们 均 将 给 出 一 个 简 
短 的 描述 ， 同 时 附带 地 指出 ， 对 于 怎样 的 广义 线性 模型 该 方法 将 给 出 极 大 似 然 估 
it, 或 是 具有 其 它 性 质 的 估计 . 

方法 8.3.5(Bailey-Simon 方法 = 关于 泊 松 总 体 的 最 小 x? 估计 ) ”利用 Bailey- 
Simon 方法 ， TRAD 中 的 参数 估计 量 a 与 房 由 下 述 解 确定 : 


aif; 


min BS， 其 中 BS= > wis (Vig — aip)? (8.2) 
这 一 方法 之 所 以 受到 重视 可 如 下 解释 : 若 以 5;; 表示 服从 泊 松 分 布 的 索赔 次 
数 ， 则 由 (8.2) 表示 的 BS 恰 是 一 x? 统计 量 ， 这 是 因为 


Tv) _ yr (815 ~ ElSis])? 
BS = > "2 oe os > also] . (8.3) 





于 是 ， 最 小 化 BS 无 非 是 确定 最 小 x? Site. 模型 的 假设 可 简单 地 予以 验证 . 
现 就 (8.2) 中 的 BS 针对 每 一 参数 求 偏 导 ， 即 得 一 正规 方程 组 ， 


1/2 
2 
“= (DH Duw] irek 
了 5; j 
ori 1/2 
a = (FE /Pee) » jal, d (8.4) 
7 7 


求解 上 述 方程 组 的 迭代 法 如 下 所 述 ， 首 先 ， 选 择 A 的 初 值 ， 辟 如 ， 可 令 b = 1, 
了 三 1,…,J. 将 这 些 初 值 代入 (8.4) 中 的 第 一 组 方程 ， 可 得 a 的 首次 估计 值 ， 然 
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后 ， 再 将 这 些 估计 值 代入 第 二 组 方程 ， 即 得 Bi 的 新 值 ， 重 复 上 述 程序 ， 直 至 参数 
值 近 乎 不 再 变化 ， 达 到 一 种 平衡 . 这 一 方法 称 之 为 逐次 置换 法 . 一 般 而 言 ， 迭代 
值 会 迅速 地 收敛 . 不 然 ， 可 尝试 另 一 组 初 值 ， 或 利用 其 它 的 方法 以 同时 确定 所 需 的 
最 小 值 ， 从 多 个 可 能 等 价 的 解 集中 ， 我 们 将 选择 初 值 8 = 1 的 那 组 解 ， 本 节 最 后 
给 出 了 一 个 数值 例子 ( 例 8.3.12). 本 质 上 说 ,利用 逐次 置换 法 可 求 出 方程 a= g(a) 
的 一 个 不 动 点 ， 其 中 a 是 参数 向 量 ， 9(.) 表示 (8.4) 中 等 号 的 右 端 . Vv 

注 8.3.6( 复 合 泊 松 分 布 ) ” 当 索 赔 总 额 服从 复合 泊 松 分 布 时 ， 在 某 些 情形 也 可 
RA? 检验 . 现 以 Sy 表示 索赔 总 额 ，uii 表示 单元 (i) 的 总 暴露 ， 再 假定 由 每 
一 受 保 人 导致 的 索赔 次 数 服从 Poisson( 和 ij) 分 布 ， 个 体 索赔 额 是 独立 同 分 布 的 随 
机 变量 ， 且 和 X 同 分 布 ， 这 表明 平均 索赔 频率 是 有 变化 的 ， 但 个 体 索赔 额 对 每 一 
单元 都 是 相同 的 ， 这 时 我 们 有 

E[Sij) = wi; Aij EIX), Var[Sij] = wij Aij E[X?), (8.5) 
再 因 EB[Yiy] = aib; 从 而 便 有 
aib; E[X? 
Varro) = SA SP. 
于 是 ， BS 便 是 具有 零 均值 、 常 值 方差 的 随机 变量 的 平方 和 ， 实 际 上 ， 仅 需 比例 
E[X?]/E[X] 对 每 一 单元 都 是 相同 的 , 上 述 结论 也 成 立 . 若 我 们 以 这 一 因子 校正 BS, 
且 由 估计 程序 产生 的 是 最 优 渐 近 正 态 (BAN) 估计 基 (Gm, 由 极 大 似 然 法 便 可 获得 
这 样 的 估计 量 ), 我 们 即 得 一 自由 度 为 (1 一 1)(J 一 1) 的 渐 近 x? 分 布 . 不 过 , 若 Vi; 表 
示 观 测 到 的 净 保费 ， 即 使 个 体 案 赔 额 是 独立 同 分 布 的 随机 变量 ， 且 以 ee 
BR BS 而 将 BS 标准 化 ， 上 述 结论 也 未 必 成 立 . 

性 质 8.3.7(Bailey-Simon 方 法 导致 “安全 保费 ") ”对 精算 师 来 说 ，Bailey- nea 
方法 有 一 性 质 是 很 有 吸引 力 的 . 可 以 证 明 , 利用 这 一 方法 所 得 保费 总 额 要 较 观 测 到 
的 损失 总 额 多 ， 事 实 上 甚至 可 进一步 证 明 , 若 按 行 或 按 列 累计 保费 与 损失 ， 相 应 的 
结论 也 成 立 ， 确 切 地 说 ， 若 以 &; Â 表示 (8.4) 的 解 ， 则 有 


dw 48; > ws ys, Vili). (8.7) 
iG) i(i) 


为 证 明 (8.7), 首先 可 将 (8.4) 中 的 第 一 组 方程 改写 为 


9s wô; w ， 
â; = gea Em 2e 8.8 
: Dp En vin Bh BP 2D 


显然 ， 上 式 恰 为 一 随机 变量 U 的 二 阶 矩 E[U?], 如 其 分 布 为 PrlU = dj) = pj, 其 中 


wijĝ; Yij 
=b, y-t, i 
Ep winBr 7 B; (89) 


(8.6) 
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再 因 对 任 一 随机 变量 U, EA E[U?] > (BI0])?, 立 知 





Wij 
Âi > = Yijs 
vol > Ep win B 


因此 
ui Gi > wis Yij- (8.10) 
a i 


类 似 地 可 证 明 ， 估 计 的 列 和 至 少 也 等 于 观测 到 的 列 和 . v 
方法 8.3.8( 边 缘 总 和 法 ) ”寓于 边 毕 总 和 法 的 基本 想法 是 和 寅 于 精算 等 价 原 理 
的 基本 思想 一 致 的 ， 在 一 个 “良好 ”的 收费 系统 内 ， 对 于 一 个 拥有 众多 被 保险 人 的 
组 合 来 说 ， 保 帝 总 额 相等 于 观测 到 的 损失 总 额 . 我 们 可 如 此 确定 â: 与 Â; 的 值 ， 使 
得 上 述 条 件 对 所 有 这 样 的 风险 组 合成 立 , 即 对 这 些 风 险 组 合 而 言 ,风险 因子 之 一 ， 
行 数 i 或 列 数 j 是 常数 . 等 价 性 未 必 对 每 一 单元 成 立 , 但 在 行 或 列 的 较 高 层次 的 合 
成 水 平 上 ， 等 价 性 是 成 立 的 . 
在 可 乘 模型 中 , 为 估计 参数 我 们 需 解 下 述 含 1+ J 个 未 知 数 ， 且 由 了 + 了 个 方 
程 组 成 的 方程 组 : 
Dj wis 0 8; = Vw vj, Vili). (8.11) 
i(7) iG) 
若 所 有 估计 的 与 观察 到 的 行 和 均 相等 , 则 所 有 这 些 行 和 之 和 也 必 相等 . 这 表明 所 有 
观测 值 的 总 和 等 于 所 有 估计 值 的 总 和 .于 是 ， 方 程 组 (8.11) 中 有 一 个 方程 是 多 余 
的 , 因 方程 组 中 的 每 一 方程 丝 可 表 为 其 余 所 有 方程 的 线性 组 合 . 这 一 结论 是 和 下 述 
事实 相符 的 ， 即 (8.11) 中 的 oi 与 8; 仅 能 决定 到 相差 一 个 可 乘 常数 . 
解 方程 组 (8.11) 的 方法 之 一 是 从 关于 8; 的 任意 正 初 值 开始 ， 采 用 逐次 置换 法 
解 之 .为 此 可 将 该 方程 组 改写 成 下 述 形式 : 


a= Eww E wsh i=1,---,; 
了 了 
bi = Dw/ Ewas j=l J. (8.12) 
一 般 而 言 ， 通 过 为 数 不 多 的 几 次 迭代 即 可 获得 一 组 理想 的 估计 值 . v 


边缘 总 和 法 的 启示 验证 适用 于 Yy 的 每 一 种 解释 . 不 过 ， 若 Y 表示 索赔 数 ， 
则 有 如 下 述 性 质 所 示 的 另 一 种 解释 . 

性 质 8.3.9( 对 数 线性 泊 松 的 GLM= 边缘 总 和 法 ) ”假设 位 于 单元 (i, 9) 中 的 被 
保险 人 共有 ws 位 ， 其 中 每 一 人 引发 的 索赔 次 数 皆 服从 Poisson(Xij) 分 布 。 再 假 
定 Aj = 0485, 则 由 极 大 似 然 法 与 边缘 总 和 法 给 出 的 oi 与 B; 的 估计 值 是 相同 的 . 
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证 明 ”因为 位 于 单元 (i,j) 的 索赔 总 数 服从 Poisson(wi;A,;) 分 布 ， 故 以 sij 为 
观察 到 的 索赔 总 数 的 诸 参 数 Xi 的 极 大 似 然 函数 可 表 为 


L= Ie ent dy Duaa muag eee (8.13) 

若 将 下 述 关系 式 代入 上 式 : 
El[Yi] = ElSij]/wi; = Aij = 0485, (8.14) 
并 针对 a; 与 8; 求 其 最 大 值 ， 则 恰 可 导出 方程 组 (8.11). v 


方法 8.3.10( 最 小 二 乘法 = 关于 正 态 的 极 大 似 然 法 ) ”在 最 小 二 乘法 中 ， 估 计 
车 是 如 此 确定 的 ， 它 们 应 使 得 观测 到 的 损失 额 与 估计 的 保费 之 差 的 加 权 平方 和 最 
小 ， 权 重 可 取 成 每 单元 的 暴露. 引入 权 数 之 所 以 必要 ， 是 为 了 保证 诸 相 加 的 数 在 数 
值 大 小 上 是 同 阶 的 . 如 Yy 的 方差 与 /us 成 比例 (譬如 ， 当 Sy wis 个 具有 相同 
方差 的 独立 同 分 布 的 随机 变 基 之 和 时 ， 便 满足 这 一 要 求 ), 下 述 (8.15) 中 诸 项 具有 
相同 的 均值 ， 因 此 将 它们 相 加 是 有 意义 的 . 参数 a FB; 的 估计 量 由 下 述 解 确定 ， 


min SS, H# SS= L wulo — aif;)?. (8.15) 


就 上 式 中 的 SS 针对 每 一 参数 求 偏 导 ， 可 得 一 正规 方程 组 ， 我 们 将 其 写成 一 种 适合 
于 逐次 置换 的 形式 ， 


a = Eww Ewuh, t=1,---,7; 
了 j 
b= E wuwa fZ wya, j=l, J. (8.16) 
鉴于 正 态 分 布 似 然 函数 的 特定 形式 , 不 难 证 明 ， SS 的 最 小 化 恰 等 价 于 正 态 分 布 对 
数 似 然 函 数 的 最 大 化 (见习 题 88.3 第 7 Bi). 


v 
方法 8.3.11( 直 接 法 = 关于 伽 玛 分 布 的 极 大 似 然 法 ) ”直接 法 通过 求解 下 述 方 
程 组 而 确定 关于 参数 a: 和 6; 的 估计 量 : 


bi = Dott /Dw j=l eJ. (8.17) 


上 述 方程 组 可 以 借助 逐次 置换 法 求解 . 关于 这 一 方法 的 验证 可 如 下 解释 之 . 假设 我 
们 已 知 诸 乘 子 bi 7 = 1,…, J 的 正确 值 ， 则 随机 变量 3516; 的 均值 为 wm. 这 样 ， 
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若 以 加 权 平均 估计 ai, 即 得 (8.17) 式 中 的 第 一 组 方程 ， 同 样 的 论证 适用 于 Yi;/ai， 
从 而 可 得 6; 的 估计 量 ， 进 一 步 可 参见 习题 88.3 第 4 题 . 

在 一 类 特定 的 GLM 中 ， 直 接 法 恰 等 同 于 极 大 似 然 法 . 现 设 Si; ~ Twi 5). 
这 表明 ，S5 可 视 为 wy 个 相互 独立 , 其 变异 系数 为 7-!1/?, 均 值 为 ai 8; W TO, De) 
随机 变量 之 和 . 以 下 我 们 将 证 明 , 此 时 利用 直接 法 即 可 求 出 极 大 似 然 估 计 基 . 首先 ， 
与 单元 (i,j) 相对 应 的 观测 量 的 极 大 似 然 函 数 可 表 为 


1 YWij O 一 了 at 
ssent = Teas (Ze) se ee (8.18) 


这 样 ， 对 于 工 = Jig fss (Sij; ai 23), 借助 对 ax 求 偏 导 即 得 


TTE TEESE 








Dak 5 aiB; 0B; 
= TIUM g, Tig: 
=D Jes). (8.19) 
对 Bn 求 偏 导 可 得 类 似 的 方程 . 若 置 源 自 于 极 大 似 然 法 的 正规 方程 组 (8.19) 为 零 ， 
稍 经 一 些 代数 运算 ， 恰 可 化 为 直接 法 的 方程 组 (8.17). v 


例 8.3.12( 上 述 诸 方法 的 数值 说 明 ) ”我 们 将 上 述 4 种 方法 运用 于 下 表 中 的 数 
据 ， 数 据 的 形式 为 wij x yij, i,j = 1,2. 








j=l j=2 
t=1 300 x 10 500 x 15 
i=2 700 x 20 100 x 35 





TEMEI âi 6; 是 依据 不 同 的 方法 求 得 的 . 





Bailey-Simon 法 缘 总 和 法 最 小 二 乘法 直接 法 
9.40 15.38 9.39 15.37 9.04 15.34 9.69 15.29 


20.27 33.18 20.26 33.17 20.18 34.24 20.27 31.97 
A = 28.85 A = 28.86 A = 37.06 A = 36.84 





ER A = D; j wis (vij — âi Âi)? / (â; Âi) 刻画 了 拟 合 的 优 劣 程度 显然 ,最 小 值 对 应 
于 Bailey-Simon 法 . 确定 â: 与 房 的 方程 组 是 相似 的 ， 但 不 恒 同 .由 各 种 方法 算 
得 的 结果 是 十 分 接近 的 . 我 们 建议 读者 试 算 以 上 所 需 的 最 优化 方法 , 或 仅仅 核实 一 
下 表 中 给 出 的 答案 是 否 满足 相应 的 最 优化 方程 ， 从 而 验证 所 得 的 解 是 否 正确 ， V 
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这 一 章 中 ， 我 们 强调 逐次 置换 法 ， 这 是 因为 一 旦 方程 组 写成 合适 的 形式 ， 此 
法 具有 执行 简单 的 便利 之 处 . 自然 , 很 多 其 它 的 算法 也 可 用 于 求解 似 然 函数 的 极 大 
值 . 


§ 8.4 偏差 与 比例 偏差 


作为 拟 合 值 向 基 与 观测 值 向 基 间 差异 的 度量 ， 人 们 一 般 会 考虑 它们 的 欧 氏 距 
离 ， 即 差 的 平方 和 . 如 观测 值 是 采 自 于 正 态 分 布 的 , 则 最 小 化 这 一 距离 与 最 大 化 参 
数值 的 极 大 似 然 函 数 这 两 者 是 等 效 的 . 在 广义 线性 模型 的 分 析 中 ,人 们 通常 会 注意 
特定 模型 的 “最 优 " 似 然 函 数 与 最 大 可 能 似 然 函 数 之 间 的 差异 ， 这 一 最 大 可 能 似 然 
函数 是 在 不 对 参数 赋予 任何 结构 ， 即 在 全 模型 的 条 件 下 得 到 的 . 

一 个 模型 的 比例 偏差 定义 为 这 样 一 个 似 然 比 对 数 的 -2 倍 ， 该 似 然 比 等 于 以 
特定 模型 的 极 大 似 然 函数 除 以 最 大 可 能 似 然 函数 所 得 之 商 ， 而 偏差 则 定义 为 比例 
偏差 与 散布 参数 4 的 乘积 .由 数理 统计 理论 知 ， 比 例 偏差 近似 地 服从 这 样 一 种 x? 
分 布 ， 其 自由 度 等 于 观测 基 的 总 数 减 去 待 估 参 数 的 总 数 所 得 之 差 .自然 ， 若 一 模 
型 是 另 一 模型 的 子 模型 ， 则 还 知 它们 的 比例 偏差 之 差 也 近似 地 服从 x? 分 布 . 

针对 在 一 个 GLM 中 围绕 均值 的 随机 变异 分 布 的 三 种 适当 的 选择 ,我 们 将 给 出 
偏差 的 表示 式 ， 以 下 恒 假 定 观测 量 ,i = 1,…,n, 的 期 望 值 u 服从 一 个 特定 的 模 
型 ， 辟 如 前 一 节 中 提 及 的 关于 行 与 列 的 可 乘 模 型 再 以 a, 表示 这 一 模型 均值 的 最 
优 估计 ， 而 以 fii 表示 关于 全 模型 均值 的 最 优 估计 ， 在 全 模型 中 ， 每 一 观测 量具 有 
它 自己 的 参数 ， 从 而 总 似 然 函数 的 最 大 化 可 以 逐 项 相 求 . 现 进 一 步 假 定 第 i 个 观测 
量 是 wi 个 独立 同 分 布 观测 量 的 算术 平均 .再 假定 这 些 观测 量具 有 相同 的 散布 参数 
9. 我 们 已 提 及 这 一 散布 参数 是 和 方差 成 比例 的 ， 而 方差 作为 均值 的 函数 则 可 表 为 
OV (u)/w, 其 中 V) 是 方差 函数 

例 8.4.1( 正 态 分 布 ) MB Yi, Yn 是 相互 独立 的 正 态 随机 变量 , 其 中 六 是 
wi 个 相互 独立 且 服 从 N (us, 6) 分 布 的 随机 变量 的 平均 ， 于 是 Y ~ N(ji,6/wi). 现 
记 工 为 关于 上 述 诸 观测 基 参 数 的 似 然 函 数 . 再 记 二 和 二 分 别 表示 在 工 中 当 以 A, 
和 jii 置换 pvi 后 所 得 之 值 .我 们 有 





-m (yi — pi)? 
r= ys en (= 26 wi ): 20) 


显然 ， 对 全 模型 而 言 ， 借 助 逐 项 最 大 化 (8.20) 即 知 ， 对 每 一 i BAT js = ji; = yi. 如 
以 D 表示 偏差 便 得 


D 
z= -2logf = ei v). (8.21) 
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这 表明 ， 对 正 态 分 布 而 言 ， 最 小 化 偏差 (或 等 价 地 最 大 化 似 然 函 数 ) 是 和 确定 参数 
的 最 小 二 乘法 等 效 的 . v 
例 8.4.2( 泊 松 样本 均值 ) RS Y: = BMi/wi ,其 中 Mi ~ Poisson(wipi/d). 以 
下 简 记 Y; ~Poisson(u;,¢). 特别 地 ， 当 wi = 1 H $= 1 时 ， 即 化 为 通常 的 泊 松 随机 
变量 .如 wi/d 为 一 整数 ， Yi; 便 可 视 为 wi/9 个 相互 独立 的 Poisson(1u) 随机 变量 
之 和 . 不 过 , 没有 这 一 限定 ， 上 述 模 型 仍 是 合理 有 效 的 ， 其 似 然 函数 可 表述 于 下 ;: 


L(pis pan; Ó, Wis, Wns Y1," Yn) 


= []Pimv/6 = una] A Sia I 
不 难 证 明 , 若 pi EE euy 取 到 最 大 值 , 也 必 使 上 式 中 的 第 ; 项 取 到 最 大 值 . 
显然 ， 使 前 式 取 到 最 大 值 的 wi = yi. 于 是 ， 恰 如 正 态 分 布 的 情形 ， 仅 需 使 第 ; 项 残 
差 为 零 ， 即 可 求 得 fi. 事实 上 ， 对 指数 散布 族 的 任 一 成 员 ， 这 一 结论 也 成 立 . 详 见 
例 8.4.1, P 8.4.3 以 及 习题 88.6 第 5 题 . 
不 难 验证 ， 此 例 中 的 偏差 由 下 式 给 出 ; 


(8.22) 


9- 20 = 5D (wios = hi). (8.23) 


注意 到 E[Yi] = pi , Var = Spi, BA V(u) = 

为 说 明 引 入 权重 的 必要 性 ， 可 以 考虑 单元 中 的 司机 具有 wi KRM, ENI 
平均 索赔 频率 建 模 的 情形 . 这 时 如 不 考虑 权重 ， 人 们 便 会 忽视 这 样 的 事实 : 与 那些 
近乎 是 空 单元 中 的 观测 量 相 比 , 在 具有 多 张 保单 的 单元 中 , 观测 量 将 以 高 得 多 的 精 
BE eM tt. 

通过 改变 散布 参数 6, 我 们 可 得 到 方差 不 等 于 均值 ， 但 仍 和 其 成 比例 的 分 布 ， 
此 时 通常 称 其 为 超 散 布 泊 松 分 布 。 此 例 中 随机 变量 Y: 的 支撑 集 由 4/uui 的 整数 
倍 值 组 成 ， 不 过 ， 比 例 偏差 (8.23) 显然 允许 对 v: 的 其 它 非 负 值 取 最 小 化 ， 如 此 即 
得 拟 极 大 似 然 模型 v 

例 8.4.3(WMA) ” 现 假设 Yi ~ P(wi/d,wi/{oui}), 显然 ， 与 wi 个 相互 
独立 的 (1/9,1/{6 4}) 随机 变量 的 算术 平均 同 分 布 ， 或 等 价 地 ， 与 wui/d 个 相互 
独立 且 服 从 Exp(1/pi) 分 布 的 随机 变量 的 算术 平均 同 分 布 ， 我 们 有 


ED = me Vali) = Sv uu) = Śp. (8.24) 


此 时 ， 对 全 模型 仍 可 得 ji; = yi, 这 是 因为 


d w w d 1 wrt 
K T = 一 w/$-1e—wy/($H) 
gel (u5 her o (me i yen’ 





§ 8.5“ 列 联 表 分 析 “143， 





d {w 

a Geran" (G- 1) iosu- 3E) 

smi = 8.25 
tn +35 =0 当 且 仅 当 y=k. (8.25) 


不 难 验证 ， 此 例 中 的 偏差 由 下 式 给 出 : 
D L 2 fi i — hi 
Cilia deal De (- tos # + #78). (8.26) 


AR, ESOP yi 必须 取 正 值 . y 

单 赁 数据 即 可 计算 偏差 D. 它 是 一 统计 量 , 不 含 任何 未 知 参数 ， 注 意 ， 对 于 上 
述 三 类 分 布 中 的 任 一 类 分 布 来 说 ， 由 对 u 的 最 大 化 所 导出 的 结果 皆 和 散布 参数 4 
无 关 ; 与 % 有 关 的 仅 是 联系 于 每 一 观测 量 的 参数 的 相对 值 8/w;. 于 是 ， 9 的 估计 
完全 可 以 不 顾及 m 的 最 优 值 是 如 何 确定 的 . 为 估计 o 的 值 ， 通 常 可 如 下 进行 . 在 
Yi ~ N(pis98/wi) 的 零 假设 下 , 由 (8.21) 式 给 出 的 最 小 化 的 平方 和 恰 服从 这 样 的 X2 
分 布 ， 其 自由 度 df 等 于 观测 量 的 总 数 减 去 为 计算 u 所 需 的 参数 估计 的 总 数 后 所 
得 之 差 . 这 样 ， 便 可 借助 矩 法 来 估计 o, 即 令 (8.21) 式 等 于 其 均值 ( 即 自由 度 )df, 然 
后 再 求 出 少 的 估计 值 . 基于 模型 过 于 粗糙 ， 便 需 保证 观测 量 % 与 其 拟 合 值 间 的 差 
异 不 是 由 系统 偏差 ， 而 是 由 偶然 因素 引发 的 这样， o 的 估计 应 在 这 样 的 模型 中 
进行 : 即 在 仍 能 估计 的 范围 内 ， 此 模型 是 最 精细 的 ; 尽管 一 般 来 说 ， 该 模型 中 会 含 
有 很 多 的 参数 ， 所以， 对 这 一 模型 来 说 ， 比 例 偏差 等 于 自由 度 df 的 值 . 估计 o 的 
另 一 种 可 能 性 是 利用 极 大 似 然 法 . 

散布 参数 o 的 解释 对 于 每 一 分 布 类 是 不 同 的 .对 于 正 态 分 布 来 说 ， 它 恰 为 误 
差 的 方差 . 对 于 纯 泊 松 分 布 而 言 ，$ = 1; 对 于 超 散 布 泊 松 分 布 来 说 ， 它 等 于 方差 
与 均值 之 比 ， 也 等 于 与 所 有 泊 松 随机 变量 相 乘 的 因 于 .对 于 伽 玛 分 布 来 说 ，V5 表 
示 关 于 个 体 观 测量 的 变异 系数 o/u. 


88.5 列 联 表 分 析 


此 节 中 我 们 分 析 由 计算 机 产生 的 人 为 数据 集 ， 它 表示 14 742 人 因 某 种 疾病 而 
住院 的 天 数 ， 这 些 人 因 病 住院 的 总 天 数 为 58 607 天 ， 详 见 表 8.1. 数据 可 根据 特征 
了 分类， 该 特征 如 下 表示 不 同 的 地 区 / 性 别 组 合 。 j 的 奇数 值 表示 女性 ， 与 之 同 
时 ，j = 1,2 表示 区 域 1,j = 3,4 表示 区 域 I, j = 5,6 RRR I. 再 另 以 特征 
i 对 年 龄 进行 编组 ， 组 i = 1 表示 年 龄 介 于 15~25 之 间 的 人 群 ， i = 2 表示 年 龄 为 
25~35 的 人 群 ， 以 此 类 推 ， 最 后 一 组 i = 6 表示 65 岁 或 更 高 年 龄 的 人 群 . 我们 尝 
试 以 一 可 乘 模型 wo: 6; 来 预测 住院 的 天 数 ， 其 中 表示 单元 (1,1) 中 的 期 望 值 ， 
从 而 ax = By = 1. 现 假定 观测 量 服 从 围绕 这 一 均值 的 泊 松 分 布 . 依据 GLM 的 拟 
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表 8.1 “观察 到 的 平均 住院 天 数 vy, 观测 次 数 wi;, 以 及 按 模型 I IV 和 X 算得 的 拟 合 值 . 
观测 值 是 根据 地 区 / 性 别 组合 和 年 龄 级 别 进行 分 类 的 


7=1 j=2 j=3 j=4 j=5 j=6 








F, I M, I F, 0 M, 0 F, m M, m 

1 Vij 4.10 3.50 3.20 2.80 3.70 3.00 
15~25 Wij 525. 547. 508. 481. 524. 514. 
1 fu 3.96 3.81 2.95 2.87 3.41 3.28 

Vv fea 4.04 3.88 3.01 2.93 3.47 3.35 

x fus 4.22 3.57 3.24 2.85 3.71 3.13 

2 vis 4.40 4.00 3.40 3.00 3.80 3.50 
25~35 wis 487. 478. 508. 490. 407. 435. 

I fv 4.32 4.16 3.22 3.13 3.71 3.57 
Vv fo 4.30 4.14 3.21 3.13 3.70 3.57 

x fva 4.41 3.94 3.34 3.07 3.84 3.43 

3 Vij 5.00 4.50 3.70 3.50 4.00 3.90 
35~45 wis 411. 414. 415. 484. 469. 523. 

I fu 4.80 4.62 3.58 3.48 4.12 3.97 
Vv fo 4.58 4.41 3.42 3.33 3.94 3.80 
x fos 4.61 4.36 3.45 3.32 3.97 3.76 

4 us 4.70 4.70 3.10 3.60 4.20 4.20 
45~55 wis 395 448. 413. 416. 389. 419. 

1 fur 4.79 4.61 3.57 3.47 4.11 3.96 

v fo 4.88 4.70 3.64 3.55 4.20 4.05 

x fos 4.82 4.81 3.56 3.58 4.12 4.12 

5 Vij 4.90 5.30 3.80 3.80 4.20 4.40 
55~65 wis 372 368. 355. 339. 378. 445. 

I fur 5.16 4.97 3.85 3.74 4.43 4.27 

y fv 5.21 5.01 3.88 3.78 4.48 4.32 
x fos 5.04 5.32 3.67 3.86 4.26 4.52 

6 vis 5.30 5.90 3.90 4.10 4.40 4.90 
65+ Wij 265. 240. 233. 233 210. 205. 
I fur 5.56 5.35 4.15 4.03 4.78 4.61 
Vv fv 5.55 5.34 4.14 4.03 4.77 4.60 

x fva 5.27 5.88 3.78 4.17 4.41 4.95 
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合 程序 ， 我 们 可 设置 若干 种 特定 的 模式 ， 既 可 令 a: 5 6; 是 任意 的 , 也 可 令 ai = 1 
或 j=l 还 可 令 as 遵循 关于 某 一 数值 a 的 几何 模式 ， 即 ai =at. 这 一 假设 对 
于 B; 的 意义 不 大 ,该 假设 仅 当 因子 是 以 “区 间 尺 度 ” 测量 时 方 有 意义 . 若 按 此 意义 
理解 ，j =5 57 =4 之 间 的 差别 是 和 7 = 4 与 了 =3, 或 7=2 与 了 = 1 之 间 的 差 
别 一 样 的 ， 但 此 处 分 类 7 = 1,…,6 甚至 不 具有 序数 的 意义 . 若 取 a; = 1, 相应 的 
模型 表示 年 龄 对 于 住院 的 模式 没有 任何 影响 ; 而 选择 os = of) 则 表示 随 着 年 龄 的 
增长 ,住院 的 平均 天 数 以 一 固定 的 因子 增加 或 减少 有关 所 用 的 各 种 模型 及 其 性 能 
的 概貌 ， 可 参见 表 8.2. 


表 8.2 ”运用 于 表 8.1 中 数据 的 各 种 模型 的 参数 ， 自 由 度 与 比例 偏 束 





模型 e 中 的 因子 自由 度 比例 偏差 
I haibi 25 52.6 
0 pai pi~! 29 233. 
m pay 30 321. 
Vv pai! Bj 29 62.8 
V pat! Be} 33 242. 
v pat 34 329. 
v hBi 30 268. 
v HB 34 450. 
Ix u 35 536. 


pai p; 24 24.0 


x 


比较 模型 1 ~ 亚 与 IV ~ VI 即 可 发 现 ， 在 后 三 个 模型 中 对 年 龄 级 别 假 定 了 几何 
进展 , 若 以 拟 合 值 与 观测 值 之 问 的 距离 来 仲裁 , 拟 合 结果 的 可 比 性 是 十 分 明显 的 . 
当 以 -1 或 1 来 置换 Di, 后 , 拟 合 结果 将 变 得 很 差 . 由 此 可 断言 , 这 一 变 其 必 将 以 
其 最 复杂 的 形式 作为 一 个 因子 存在 于 此 模型 中 . 表 8.1 中 列 有 关于 模型 (ua p) 
和 TV (wot! Bj) 的 拟 合 值 ， 关 于 模型 的 预 估 信 可 如 下 计算 ， 


j=1 : 1.000 
j =2 : 0.962 
j=3 : 0.746 
j=4:0.727 |` 
了 = 5 : 0.860 
j = 6 : 0.830 


IV: ĝi = Aâ! ĝj = 4.036 x 1.066°7} x (8.27) 


在 迄今 为 止 考虑 的 模型 中 ， 拟 合 值 缘 是 作为 两 种 主要 效应 ， 即 行 效应 与 列 效应 的 
乘积 而 确定 的 . 一 般 说 来 ， 有 理由 认为 这 些 效应 并 不 是 相互 独立 地 运作 的 , 在 它们 
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之 间 会 存在 交互 作用 . 这 表明 ,对 每 一 列 而 言 ， 有 可 能 存在 不 同 的 行 效应 . 这 样 ， 
期 望 值 即 可 表 为 一 个 很 一 般 的 形式 E[Yi;] = y 在 我 们 的 例子 中 ， 通 过 制 表 将 关 
于 单元 (i,j) 的 所 有 观测 量 组 合成 一 个 ， 这 样 便 得 到 一 个 全 模型 ， 每 一 观测 单元 具 
有 一 参数 ， 而 每 一 参数 具有 一 指定 精度 wj 不 过 ， 我 们 也 可 如 此 处 理 模型 ， 让 每 
一 地 区 / 性 别 组 合 具 有 它 自 己 的 几何 进展 ， 由 此 即 得 模型 X. 关于 此 模型 我 们 有 
E\Yij) = pay bi 尽管 不 是 所 有 其 它 的 模型 都 可 和 其 相 嵌 套 ， 这 一 模型 仍 是 我 们 
要 估计 的 最 精细 的 模型 .我 们 要 确定 模型 X 中 联结 偏差 与 比例 偏差 的 比例 因子 o 
的 估计 值 ， 比 例 偏差 可 视 为 模型 中 每 一 自由 度 的 平均 偏差 ,这 给 出 6 = 3.088 的 超 
散布 情形 .于 是 ， 表 8.2 中 的 距离 可 用 这 样 一 种 方式 比例 化 ， 以 使 得 模型 X 具 有 一 
个 自由 度 为 24 的 距离 24. 该 模型 具有 36 个 观测 量 ， 12 个 待 估 的 参数 ， 这 是 因为 
对 于 每 一 地 区 / 性 别 组 合 ， 丝 存在 一 个 (关于 年 龄 级 别 15~25 的 ) 初始 水 平 与 一 个 
递增 因子 . 关于 模型 X 的 估计 值 可 如 下 计算 : 


j=1:4.218 x 1.046"! 
j = 2: 3.567 x 1.105%? 
j=3: 3.240 x 1.031"? 
j = 4 : 2.848 x 1.0791 | ` 
j=5 : 3.706 x 1.036"! 
了 一 6 : 3.133 x 1.096? 


X: diy = (AB;)(&j) = (8.28) 


比较 表 8.2 PHBE TARR, AAIVTURATRA I, 前 者 的 参数 要 比 后 
者 少 4 个 ， 而 比例 偏差 却 大 10.2. 为 检验 这 一 差异 是 否 显著 ， 我 们 注意 到 在 零 假设 
下 ， 此 两 模型 比例 偏差 之 差 近似 地 服从 自由 度 为 4 的 x? 分 布 ， 由 于 x?(4) 分 布 
的 95% 的 临界 值 为 9.5, 因此 可 以 认为 模型 I 要 优 于 模型 Y， 在 行 和 列 之 间 不 存在 
交互 作用 的 模型 中 , 模型 V 是 最 好 的 , 这 是 因为 其 它 所 有 更 为 粗粮 模型 的 比例 偏差 
要 显著 地 大 于 模型 V 的 比例 偏差 . 如 前 所 述 , 更 为 精细 的 模型 I 要 显著 地 优 于 模型 
,尽管 是 以 一 个 较 小 的 距离 上 的 赢利 .此 外 ， 当 从 模型 IV 转换 至 模型 X 时 ， 要 涉 
及 取消 条 件 aj; = a, 这 样 的 转换 导致 统计 检验 上 更 为 满意 的 显著 性 ， 同 时 也 导致 拟 
合 有 实际 意义 的 改进 . 它 仅 以 5 个 附加 的 参数 ， 在 距离 上 便 达到 了 38.8 的 赢利 . 

j 的 偶数 值 表明 观测 量 是 和 男性 有 关 的 .只 须 检查 (8.27) 式 中 关于 j = 2k 一 1 
和 j= 2k 的 系数 房 即 可 发 现 ， 对 于 同一 年 龄 级 别 的 人 群 而 言 ， 男 性 住院 天 数 要 比 
女性 少 3% 左右 . 地 区 效应 表现 得 更 强 一 些 . 若 无 视 性 别 ， 区域 I 是 区 域 1 的 75% 
左右 ， 区 域 亚 则 为 85% AG. 显 见 ， 如 引入 三 个 主要 效应 : 年龄 差别 (几何 式 地 )， 
性 别 和 地 区 ， 且 不 计 后 两 效应 的 交互 效应 ， 则 会 得 到 一 个 较 IV 更 好 的 模型. 

注意 前 述 理论 仅 是 针对 两 个 外 生变 基 给 出 的 . 此 节 的 例 中 虽 有 三 个 变量 , 但 替 
之 于 分 别 地 考虑 性 别 与 地 区 , 我 们 通过 构造 一 个 分 类 变量 借以 区 分 针对 每 一 性 别 / 
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地 区 组 合 所 得 的 子 类 ， 从 而 便 可 考察 这 两 个 变量 的 交互 作用 . AR, 也 很 容易 将 理 
论 推 广 到 多 于 两 个 回归 基 的 情形 . 


88.6 广义 线性 模型 的 随机 分 量 


如 许多 教材 所 示 ， 引 入 广义 线性 模型 的 一 种 可 能 途径 是 以 定义 指数 散布 族 的 
密度 作为 出 发 点 ， 这 一 密度 包含 了 前 面 介绍 的 所 有 例子 . 其 次 ,以 这 一 般 的 密度 公 
式 出 发 ,可 以 推导 它 的 一 些 性 质 , 包括 导出 它 的 均值 与 方差 . 然后 ， 将 推导 确定 此 
密度 族 的 极 大 似 然 估计 的 算法 .这 一 算法 适用 于 任意 的 联结 函数 . 鉴于 该 密度 的 
一 般 公 式 仅 对 于 推导 这 一 万 能 的 算法 是 本 质 的 , 而 对 GLM 的 偶然 用 户 并 不 会 提供 
任何 帮助 , 故我 们 把 它 的 介绍 延迟 到 这 一 节 ， 有 意 让 读者 一 开始 先 绕 过 这 一 概念 . 
此 外 ， 这 一 节 中 我 们 还 将 研究 所 谓 的 典 则 联结 函数 ， 它 有 若干 很 良好 的 性 质 ， 最 
后 将 给 出 Welder 与 Wedderburn 算法 的 一 个 简短 的 描述 . 


指数 散布 族 


88.2 通过 列举 一 些 重要 的 例子 , 介绍 了 在 GLM 中 可 能 用 于 描述 随机 性 的 分 
布 .以 下 我 们 将 给 出 在 GLM 中 可 能 采用 的 密度 族 的 更 为 一 般 的 定义 . 可 以 指出 ， 
前 面 已 提 及 的 所 有 例子 ， 正 态 、 泊 松 、 泊 松 乘 数 、 伽 玛 、 逆 高 斯 和 二 项 分 布 
箔 为 下 述 密 度 族 的 特例 . - 

定义 8.6.1( 指 数 散布 族 ) ”指数 散布 族 密度 具有 以 下 形式 


fy (y;6,) = exp (2 


+ ely; v)) » yEeDy. (8.29) 
ER yA o LRSM, bO) 和 c) 是 实 函数 ， 密 度 的 支撑 集 Dy CR. v 

SROMFAS VAR, Av 不 影响 均值 的 取 值 ， 而 均值 却 正 是 我 们 最 感 兴 
趣 的 . 我 们 在 前 面 一 些 节 中 描述 的 线性 模型 仅 是 以 解释 这 一 均值 作为 宗旨 的 . 尽管 
除 个 别 特殊 情形 外 ，% 的 值 是 固定 ,但 也 是 未 知 的 ,在 GLM 的 文献 中 仍 习 惯 地 把 
上 述 密度 族 称 为 单 参数 指数 族 . BH) 称 为 是 累积 基 函 数 ， 详 见 后 述 . 支撑 集 
Dy 与 9 无关 ， 函数 c) 也 是 ， 它 是 作为 规范 化 函数 出 现 的 ， 用 以 保证 密度 的 求 
和 或 积分 恰 等 于 1. 就 一 些 重要 的 连续 型 分 布 来 说 ， 正 态 分 布 的 支撑 集 是 R, M 
与 逆 高 斯 分 布 的 支撑 集 皆 为 (0, oo). 在 离散 情形 ， 支 撑 集 为 可 数 集 . 例如 ， 对 泊 松 
FB 分 布 来 说 ， Du = {0,v,20,---}. 以 下 将 列 出 一 些 指数 散布 族 成 员 的 例子 , 关 
于 函数 b(-) 和 支撑 集 Dy 的 具体 形式 ， 可 参见 表 E 作为 练习 ， 要 求 读者 验证 该 表 
中 的 诸 项 . 

A 8.6.2( 指 数 散 布 族 的 若干 成 员 ) ”下 述 参数 族 是 指数 散布 族 中 最 重要 的 一 
些 成 员 : 
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1. 正 态 分 布 Nu 0°), 经 参数 化 后 ， 有 O(u,07) =n 5 yo?) =o? (ER, 
因此 处 的 u 表示 均值 ，9 便 不 依赖 于 0). 

2. 泊 松 分 布 Poisson(p), 此 时 参数 6 = logy, i Y =1. 

3. 二 项 分 布 B(m,p), 其 中 m 是 任意 固定 且 已 知 的 自然 数 , 相 应 地 有 9 = log 二 
与 W=1. 

4. 负 二 项 分 布 NB(r,p), 其 中 r 是 任意 固定 且 已 知 的 正 实数 ， 相 应 地 有 O = 
log(1—p) 5 y=1. 

5. MBA Tla, b), 经 参数 化 后 ， 有 O(a, b) = —B/a, Yla, b) = 1/a. 注意 ， 
此 时 9 < 0 必 成 立 . 

6. 道 高 斯 分 布 IG(a, 6), 此 时 O(a, 6) = —38?/a?, Yla, B) = B/a2, 且 也 必然 有 
0<0. v 

注意 ， 有 三 种 不 同 的 参数 化 形式 ;贯穿 全 书 的 “标准 ” 参数 化 ,已 在 88.2 中 证 
实 是 方便 的 由 均值 p 和 散布 参数 表示 的 参数 化 ,以 及 本 节 中 采用 的 由 9 Al yp 
示 的 参数 化 . 最 后 一 种 参数 化 称 为 是 自然 或 典 则 参数 化 , 这 是 因为 由 (8.29) 式 表述 
的 密度 中 的 因子 涉及 自 变 基 y 与 参数 0, 这 确定 了 均值 具有 特定 的 形式 yo 而 非 针 
对 某 一 函数 h(-) 表述 的 yh(9). 

例 8.6.3( 铅 玛 分 布 与 指数 散布 族 ) ”作为 例子 ， 我 们 将 说 明 伽 玛 分 布 是 如 何 
与 指数 散布 族 相 匹配 的 ， 常见 的 ， 也 是 本 书 其 余部 分 采用 的 参数 化 是 借助 形状 参 
数 a 和 刻度 参数 8 来 表述 的 .为 确定 和 0, 我 们 可 将 Tla, 6) 密度 函数 的 对 数 与 
(8.29) 进行 比较 ， 由 此 可 得 

-1g (a) + alog 8 + (a — Dlogy — By = 5 ey) 30 
必须 如 此 选择 参数 ， 以 使 得 9, 与 y 在 对 数 密度 中 一 起 仅 出 现在 形 如 by/u 的 
这 一 项 中 .为 此 首先 可 令 % = 二 ,9 = -&， 注意 ， 此 时 我 人 有 0 <0. 其次， 为 
使 得 (8.30) 式 的 左 端 与 右 端 相符 ， 可 进一步 令 b(9) = —log(-0). 这 样 ， 最 后 仅 留 
cly; Y) = aloga + (a 一 1)logy 一 logT(a) 这 一 项 不 包含 9. 在 uY SHH, pe 
作为 均值 出 现 的 ， 故 有 j= 和. 由 此 即 可 推断 ， 在 9,y 的 参数 化 中 ， 这 些 随机 变量 
的 均值 是 和 无 关 的 ， 这 是 因为 


ElY;0] =: (0) = 5 =p =- 


5 (8.31) 


又 因为 对 方差 可 得 下 式 
Varl¥ 30.0] = 5 = ure = 2. (8.32) 


这 表明 方差 可 表 为 YUaw, 其 中 V(u) = p, AT VO 是 方差 函数 v 
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由 一 般 的 密度 公式 (8.29) 可 方便 地 求 出 Y 的 矩 母 函 数 ， 由 此 即 可 进一步 推导 
指数 散布 族 的 若干 有 用 的 性 质 . 

引 理 8.6.4( 指 数 散布 族 的 矩 母 函 教 ) ”对 于 每 一 个 实数 也 若 在 (8.29) 中 以 09+tw 
Bh 9 后 ， 仍 然 得 一 密度 ， 密 度 (8.29) 的 以 t 为 自 变量 的 矩 母 函数 由 下 式 给 出 ， 


my sep (1a) ! (8.33) 


证 明 ”我 们 仅 给 出 连续 情形 的 证 明 ， 关 于 离散 情形 的 证 明 ， 只 须 将 该 证 明 中 
的 在 支撑 集 Dy 上 的 积分 改 为 关于 y 在 Dy 上 的 求 和 即 可 .可 将 矩 母 函数 如 下 依 


KHH: 
my(t) = J e exp [Poe 十 c(yi; v] dy 


= | en [EEE oy] 
Dy 
x exp tt =) —b(0) 
= exp CE) = 10) me = (6). (8.34) 
上 述 最 后 一 个 不 等 式 成 立 ， 是 因为 (8.34) 中 第 二 个 积分 号 内 的 被 积 函 数 也 是 一 个 
密度 函数 . v 


推论 8.6.5( 累 积 量 母 函数 ， 半 不 变量 ， 均值 与 方差 ) HY 具有 密度 (8.29)， 
则 其 RAE RR 等 于 


b(0 + ty) — b(0) 


y(t) = > (8.35) 
作为 推论 ， 半 不 变量 nj, 7 = 1,2,…, 由 下 式 给 出 : 
rj = KP (0) = bP (0y, (8.36) 


鉴于 这 一 原因 ， 通 常 b(-) 称 为 累积 重 函 数 . 在 (8.36) 中 取 j = 1,2, 即 可 推 知 Y 的 
均值 与 方差 分 别 为 


BUY; 6] = «1 = 0(0), Var[Y;0, 4%] = x2 = yb"(0). (8.37) 


注意 , 均值 仅 依赖 于 0, 而 方差 等 于 散布 参数 和 (0) 的 乘积 . 方差 函数 V(u) ` 
F b” (0(u)). 

推论 8.6.6( 取 样本 均值 ) 假设 Yi,- , Ym 是 随机 变量 Y 的 m Ne 

BM, WY = (Yi +- 十 Ym)/m 为 其 样本 均值 ,如果 Y 是 具有 固定 函数 0) 和 
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c("; 小 又 以 9 和 少 为 参数 的 指数 散布 族 中 的 一 员 ， 则 了 属于 以 8 和 W/m 为 参数 
的 同一 类 型 的 指数 散布 族 ， 若 这 一 对 参数 是 允许 取 的 话 . 
证 明 ”由 (8.33), 我 们 有 


my(t) = {my (4) is = exp (£ t aod 一 soy 4 (8.38) 





这 恰 是 以 9 和 %/m 为 参数 的 指数 散布 族 中 一 员 的 矩 母 函 数 . v 

注意 ， 对 ( 负 ) 二 项 分 布 而 言 ， 仅 允 许 取 y =1. 对 其 它 重 要 的 误差 分 布 来 
Bi, V 仅 允 许 取 任意 的 正 实数 . 

例 8.6.7( 泊 松 乘 数 与 样本 均值 ) 由 推论 8.6.6, m 个 独立 的 Poisson(u) 随机 变 
基 的 样本 均值 具有 如 (8.29) 所 示 的 指数 散布 族 密度 ， 其 中 0(.), c) 与 9 和 泊 松 
密度 表示 式 中 的 一 致 ， 但 需 以 y= 1/m 置换 少 = 1, AV {0,2,2,.--} 为 其 支撑 
SR. 这 样 的 样本 均值 事实 上 可 视 为 是 Poisson(my) 随机 变量 与 1/m HAR. 为 拓展 
这 一 想法 ， 令 > 0 是 任 一 实数 ， 它 未 必 是 某 一 整数 m 的 倒数 . 现 考察 


Y=wM， 其 中 M ~ Poisson(u/y). (8.39) 


不 难 验证 ， 上 述 Y 具有 如 (8.29) 所 示 的 密度 ， 其 中 9 = logy, b(9) = e°. 这 恰 和 通 
常 的 泊 松 分 布 的 密度 表达 式 是 一 致 的 ， 仅 是 水 为 任 一 正 数 . 这样 ， 对 每 一 力 HOT 
定义 一 个 以 9 ER 为 参数 的 指数 散布 族 的 子 类 ， Y 的 可 能 取 值 为 {0,2w,…}. 

如 前 所 述 ， 对 y= 1/m, 我 们 得 到 的 是 一 个 m 个 Poisson (u) 随机 变量 的 平均 
值 . 当 =n 时 ， 相 应 的 随机 变量 具有 这 样 的 性 质 ， 它 的 一 个 样本 容量 为 n 的 样 
本 均值 服从 Poisson(y) 分 布 。 若 Y = n/m, (8.39) 中 的 Y 便 是 mA y = n 型 的 
随机 变量 的 样本 均值 ， 于 是 ， 对 o 这 些 取 值 而 言 ， 称 随机 变量 Y 为 泊 松 均值 是 合 
理 的 . 不 过 ， 由 (8.39), 我 们 也 可 称 这 样 的 随机 变量 为 泊 松 乘 数 . 注意 , 当 y> 1 
时 , 我们 将 得 到 一 个 方差 大 于 均值 的 随机 变量 ,所 以 文献 中 也 将 这 样 的 随机 变量 命 
名 为 “ 超 散布 泊 松 ”. v 

注 8.6.8( 二 项 与 负 二 项 分 布 ) ” 负 二 项 分 布 NB(r,p) 仅 当 视 7 为 固定 常数 ， 且 
取 少 = 1 时, 才能 由 (8.29) 描述 . 这 一 事实 可 如 下 验证 之 . 假设 存在 一 个 由 7,p 至 
9, 的 参数 化 ,使 得 所 有 人 负 二 项 分 布 的 密度 皆 可 表述 成 (8.29) 的 形式 . 现 考虑 两 个 
具有 相同 0, 不 同 消 的 分 布 . 由 此 推出 这 两 个 分 布 具有 相同 的 均值 和 不 同 的 方差. 
EW ropo 与 rp 分 别 表 示 这 两 个 负 二 项 分 布 的 参数 ， 则 由 (8.36) 知 ， 它 们 的 方 
差 之 比 恰 等 于 它们 的 v- 参数 之 比 , 而 它们 的 三 阶 半 不 变量 之 比 则 为 前 述 比例 的 平 
方 . 于 是 有 

To(l — po) _ rı(l - p1), 
Po Pı 
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vo _ To(1—po) /ri(1—pi) _ Pr. by 
w/o ee) 
(Ly _ To(1'— po)(2 — po) [een r12- po 
wa) PB ni D2—p1 
上 述 最 后 两 个 等 式 仅 当 po =p 时 才能 同时 成 立 ， 所 以 也 必然 有 ro = mi. 类 似 讨论 
亦 可 证 明 二 项 分 布 的 n- 参数 也 必须 是 国定 的 . v 


作为 引 理 8.6.4 中 推导 出 的 矩 母 函数 的 另 一 重要 推论 , 我 们 能 够 求 得 具有 相同 

Y, WE 9 的 指数 散布 族 的 其 它 成 员 . 这 可 借助 第 5 章 中 提 及 的 Esscher 变换 来 完 

成 . 

推论 8.6.9( 指 数 散 布 族 与 Esscher 变换 ) ， 一 个 连续 密度 f(y) 的 以 h 为 参数 
的 Esscher 变换 是 下 述 密度 


ervf(y) 


fn(y) = J ewf(z)az’ 


(8.41) 
这 里 假定 分 母 是 有 限 的 ， 亦 即 f(y) 的 矩 母 函 数 在 h 处 存在 的 ， 对 于 离散 分 布 ， 也 
可 以 定义 一 个 类 似 的 概率 函数 变换 . 在 这 两 种 情形 下 ,变换 密度 的 矩 母 函数 皆 可 表 
达 为 malt) = BOY. 这 样 ， 对 于 指数 散布 族 中 的 密度 f 来 说 ， f ABUL AER 
数 可 表 为 下 述 形式 : 


Ka(t) 





_ LO + (t +h)y)- b0)  b(0 + hy) ~ b(0) 
7 Y 四 


_ b(0+ hy + th) — b(0 + hy) 
SS 
显然 ， 它 仍 是 一 个 具有 参数 On = 9 + hw 和 相同 y 的 指数 散布 族 成 员 的 累积 量 母 
函数 . v 
注 8.6.10( 指 数 散 布 族 中 特定 子 类 的 生成 ) ”不 难 验 证 ， 以 h eR 为 参数 的 
Esscher 变换 完成 下 述 分 布 间 的 转换 : 
. N(0,1) 至 N(h, 1); 
Poisson (1) 至 Poisson(e’); 
B(m, $) 至 B(m, (1+ e*)~4); 
NB(r, 3) 至 NB(r,1 — $e"), 其 中 -oo < h < log2; 
T(1,1) Æ r(1,1 — h), HH -oo <h < 1; 
IG(1,1) Æ IG(1,1 — 2h), 其 中 一 oo < h < 4. 
综 上 所 述 , 我 们 已 给 出 的 指数 散布 族 中 的 所 有 例子 皆 可 如 下 生成 : 自 每 一 类 型 中 的 
一 个 简单 的 原型 成 员 出 发 ， 在 允许 的 范围 内 作 Esscher 变换 或 完成 (8.39) 所 示 的 
乘法 . v 


(8.42) 


aE a la od 


= 
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典 则 联结 


指数 散布 族 定义 中 采用 的 参数 化 导致 对 数 似 然 函数 中 将 出 现形 如 y6 的 一 项 . 
鉴于 这 一 性 质 ， 我 们 称 9 为 自然 或 典 则 SR. 相应 地 ， 也 有 一 个 关于 联结 函数 
的 自然 选择 

定义 8.6.11( 典 则 联结 函数 ) ” 若 联结 函数 n= glu) 使 得 参数 0 We 
7 相 一 致 ， 则 称 其 为 标准 联结 或 典 则 联结 . 

注意 到 n0) = g(x(9)), 即 知 ， 若 联结 函数 glu) 是 u0) = &b(9) janak 
7 =O 便 成 立 ， 典 则 联结 有 若干 有 趣 的 性 质 . 先 回忆 下 述 事 实 ， 对 于 线性 预 估量 有 
ni = Dhar iy Bi 

性 质 8.6.12( 典 则 联结 与 边缘 总 和 ) BER 8.3.9 知 ， 对 于 具有 对 数 联结 的 泊 
松 广义 线性 模型 来 说 ， 拟 合 的 边缘 总 和 与 观测 值 的 总 和 相符 . 这 一 结论 可 被 进 一 
步 推广 如 下 : 若 记 是 在 任 一 具有 典 则 联结 的 广义 线性 模型 中 采用 极 大 似 然 法 求 得 
的 关于 观测 量 Y: 的 拟 合 值 ，i = 1,…,n, 则 有 下 述 等 式 


Dwivizs = wiit j=1,.…,p. (8.43) 
7 7 


车 zi; 是 用 以 甄别 某 组 (如 表 中 的 一 行 或 一 列 ) 成 员 的 虚拟 量 ， yw 是 wi 个 独立 同 
分 布 的 观测 量 的 平均 值 ， 上 式 左 端 便 表示 观测 值 总 和 ， 右 端 则 为 拟 合 值 的 总 和 . 

为 证 明 (8.43) 式 ， 我 们 可 利用 如 下 的 事实 ,使 对 数 似 然 函 数 达到 最 大 值 的 诸 
记 必定 满足 正则 方程 ， 当 y 是 可 观测 的 时 ， 参 数 的 对 数 似 然 函数 可 表 为 


1(B1,-++, Bpi y) = log fy (ys bi» ++, Bp). (8.44) 
所 有 观测 值 集合 Yi = y, Yn = yn 的 总 似 然 函数 的 极 值 满足 下 述 条 件 ( 即 正则 
方程 ): 
D gg o oin) = 0, j=1,.…,p. (8.45) 
现 考虑 1 关于 B; 的 偏 导数 .由 链 规则 ， 以 及 关于 典 则 联结 有 9 = n, 即 知 


A də dən , 
3B; W608 dap 7 7°? 


借助 散布 参数 o 和 已 知 的 先 验 权重 w, 由 (8.29) 以 及 1(9) = b0) ( 见 (8.37) R), 
对 观测 值 y;, i = 1,…,n, 可 得 


(8.46) 


BS 
最 后 ， 将 上 式 代入 (8.45) 即 得 形 如 (8.43) 式 的 极 大 似 然 方程 . v 


al (Yi — i ; 
wily — midray Ey (8.47) 
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标准 联结 的 另 一 性 质 如 下 所 述 . 

性 质 8.6.13( 充 分 统计 量 与 典 则 联结 ) ” 若 在 广义 线性 模型 中 使 用 的 是 典 则 联 
i 0i = m = Dj tij Bi W 5; = Vwi Yi tijs j= 1,.…,p, 是 一 组 充分 统计 量 . 

证 明 ”我 们 将 应 用 因子 分 解 定理 来 证 明 这 一 性 质 . 为 此 , RANEH Yi, Yn 
的 联合 密度 可 以 表 为 如 下 两 个 因子 的 乘积 : 

0 
= g(s1,°…*, sp;B1,***, Bp)h(y1,***, Yn), (8.48) 

其 中 g0) MAC.) 是 两 个 适当 选 定 的 函数 ， 而 s; = Dwi yi tij j = 1,…,p. 但 是 ， 
我 们 有 


Yi Yn; Bis Bp) 


( 
exp Jeo (2 ， i + c(yis / w) 


-Yn 





n 


i=l 


li Xj Zij By — b (Zj Zij BY 
za (= aaa Esn) exp (= cyso/) 


-a (3 [pa genn- gegn) Ee) 


li 


(8.49) 
由 上 述 表达 式 即 可 导出 (8.48) 式 中 所 要 求 的 g(-) 和 h(-), 这 时 下 述 事实 将 起 到 很 关 
键 的 作用 ， 即 Y 的 支撑 集 既 不 依赖 于 0, 也 不 依赖 于 诸 参数 2. v 


精算 实务 中 有 了 时 会 出 现 这 样 的 情形 , 即 表 中 并 未 给 出 所 有 的 分 离 项 , 给 出 的 仅 
是 行 和 与 列 和 . 但 若 采用 标准 联结 ， 这 些 边缘 总 和 便 是 充分 统计 量 ， 于 是 仅 须知 
道 这 些 结果 ， 就 可 求 出 参数 极 大 似 然 估计 . 此外， 在 运用 Nelder 与 Wedderburn 
的 最 优化 算法 时 ,采用 标准 联结 也 有 便利 之 处 , 这 时 算法 仅 需 较 少 的 步骤 ,而 且 发 
生发 散 的 情况 也 是 极 罕见 的 . 

P 8.6.14( 若 干 误 差分 布 的 典 则 联结 ) ”如 前 所 述 , IRA O(n), 而 (6) = 
5(9), 故 典 则 联结 无 非 是 g(u) = (b) (u). 指数 散布 族 中 若干 重要 子 类 的 典 则 联 
结 已 列 录 在 表 EP. 对 正 态 分 布 而 言 ， 由 于 bO) = 567, 其 典 则 联结 即 为 恒 同 函 
数 , 对 泊 松 和 泊 松 乘 数 来 说 ， 因 Ab) = e., 故 对 数 联 结 即 为 标准 联结 . ”类似 地 可 
FEN, MEGA 的 典 则 联结 为 倒数 函数 ， 而 二 项 分 布 的 典 则 联结 则 为 分 对 数 联结 
0 = log 35 5 (对 数 - 机 会 比 ). 

mR = =n, ME n= p, 则 显然 有 b'(0) = 0, 从 而 借助 (8.36) 导出 的 一 ae 
不 变量 与 正 态 分 布 的 半 不 变量 相同 . 
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例 8.6.15( 门 限 模型 : 分 对 数 与 概率 单位 分 析 ) WY, 表示 ni 次 独立 重复 试 
验 中 成 功 次 数 所 占 的 比例 ， 其 中 每 次 试验 中 成 功 的 概率 为 pi i = 1,…,n. 进一步 
假设 一 次 试验 被 认定 为 成 功 的 ， 若 运用 于 一 个 人 的 “剂量 ”di 超过 了 他 的 容忍 度 
Xik,k = 1 ni 这 里 假定 Xi 是 一 个 服从 N (ui, 07) 分 布 随机 变量 ， 这 里 yi 是 
辅助 变量 的 线性 函数 显然 ， 


pi = $ldi; 3,0?) = 8 (=+) . (8.50) 


于 是 ， 我 们 便 具有 一 个 以 二 项 分 布 作为 随机 分 量 且 以 7 = 9-"(p) 作为 联结 函数 的 
广义 线性 模型 。 对 于 二 项 分 布 ， 有 下 述 的 典 则 联结 函数 


4=7=logT 一 ， 于 是 e=, 0<p<1 (8.51) 
-=P Tap 





求解 上 述 方程 可 得 p = e/(e"+1). 现 记 d* = (d-p:)/0. 我 们 若 用 一 个 以 Fxw(d) = 
ef f(e +1) 为 分 布 函 数 的 逻辑 斯 详 分 布 logistic(j,o) 来 置换 容忍 随机 变量 Xi 
的 分 布 ， 即 得 到 一 个 具有 标准 联结 的 二 项 广义 线性 模型 . 

若 直 接 假设 门限 变量 X: 服从 正 态 分 布 ， 则 称 为 概率 单位 (probit) 分 析 ; 否 
则 ， 称 为 分 对 数 (logit) 分 析 . 第 二 种 技巧 无 非 是 广义 线性 模型 中 这 样 的 一 种 可 乘 
模型 ， 它 不 是 针对 成 功 的 概率 p 自身 ， 而 是 针对 所 谓 的 MAH p/(1— p). 概率 单 
位 分 析 适 用 于 与 分 对 数 分 析 相同 的 情况 ， 且 产生 类 似 的 结果 . 

分 对 数 与 概率 单位 模型 可 运用 于 信用 保险 , 即 基于 被 保险 人 的 某 些 特征 , 来 估 
计 其 违约 的 概率 ， 另 一 种 应 用 是 确定 致 残 概率 的 问题 在 计 基 经 济 学 中 ,这 样 的 分 
析 也 有 多 种 用 途 ， 例 如 在 给 定 某 家 庭 的 总 人 口 数 、 总 收入 等 信息 的 情况 下 ， 需 估计 


该 家 庭 拥有 一 辆 汽车 的 概率 . V 
Nelder 与 Wedderburn 算法 
(8.45) 给 出 了 一 组 极 大 似 然 估 计 户 ,j = 1,…,p, 应 满足 的 方程 组 .可 利用 


Newton-Raphson 迭代 法 来 求解 这 组 方程 . 在 一 维 情形 , 该 方法 将 作为 方程 f(z) = 0 
根 的 一 个 最 近 获 得 的 最 优 解 zt 转换 成 一 个 可 能 更 优 的 由 下 式 表 示 的 Tei: 


Tiya = Te — (f (zt)! F (ae). (8.52) 


对 于 nn 维 最 优化 来 说 , 如 把 上 式 中 的 z 理解 成 向 量 , 再 把 倒数 理解 成 由 诸 偏 导数 组 
成 的 矩阵 的 道 矩阵 ， 则 该 式 仍然 有 效 . 若 将 此 式 应 用 于 (8.45) 式 即 知 ,我 们 需要 一 
个 由 似 然 函 数 ! 的 诸 二 阶 偏 导数 组 成 的 矩阵 ， 通 常 称 这 样 的 矩阵 为 Hessian 矩阵 . 
Nelder 与 Wedderburn 算法 中 使 用 的 不 是 Hessian 矩阵 自身 , 而 是 它 的 期 待 值 ， 即 
信息 给 阵 . 如 此 衍生 而 成 的 技巧 通常 称 为 Fisher 评分 技巧 . 可 以 证 明 ， 这 样 的 迭代 
方法 适用 于 求解 加 权 回归 问题 . 
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88.7 习 题 


§8.2 

1. 对 于 在 广义 线性 模型 的 随机 分 量 中 提 及 的 诸 分 布 中 ， 分 别 给 出 它们 的 密度 ( 含 可 能 的 取 
值 范围 ) 、 均 值 与 方差. 

2. 假设 Xi ~ T(a, A), 其 中 参数 a = 1/9, Bi = 1/(9 m). 试 证 明 所 有 Xi 具有 相同 的 变异 
系数 ， 再 求 其 偏 度 . 
§8.3 

1. 验证 (8.4), (8.16) 和 (8.17) =A. 再 验证 (8.11) 描述 了 (8.13) 在 假设 (8.14) 之 下 的 最 
大 值 . 

2. 证 明 Bailey-Simon 方法 、 边 缘 总 和 法 、 最 小 二 乘法 以 及 直接 法 皆 可 表 为 加 权 边 缘 总 和 
法 ， 即 求解 下 述 方程 组 : 


DY we zlab — ys) =0, Vil), 
iQ) 


其 中 
ag =1+ a Bailey-Simon 方法 ， 
i Bs 
=1 边缘 总 和 法 ， 
=aip; 最 小 二 乘法 ， 
= 直接 法 . 
a bi 


3. 证 明 直 接 法 与 最 小 二 乘法 的 可 加 模型 与 一 个 边缘 总 和 相符 . 

4. Yij/(aip) 的 均值 与 方差 应 满足 怎样 的 要 求 才能 使 得 (8.17) 会 导出 关于 ai 的 最 优 估 
计 (见习 题 87.4 第 1 题 )? 

5. É Ga = 1 出 发 ， 确 定 例 8.3.12 中 的 Go, Âi 与 ĝo. 验证 关于 Ga 所 求 得 的 解 满足 每 一 方 
程 组 中 相应 的 方程 ， 又 对 于 初始 值 所 = 1, 先 求 出 不 同 模型 中 在 首次 迭代 后 得 到 的 值 ， 然 后 将 
这 些 值 重新 进行 刻度 变换 使 得 &1 = 1. 解释 利用 Bailey-Simon 方法 所 得 的 结果 为 何 与 边缘 总 
和 法 的 结果 如 此 接近 ? 

6. 比较 例 8.3.12 中 根据 不 同 模型 求 得 的 总 保费 . 如 果 将 所 有 权重 wy WR 10, 那么 会 有 
怎样 的 结果 ? 

7. 证 明 ， 当 Sy 服从 以 wijo? 为 方差 的 正 态 分 布 时 ， 最 小 二 乘法 将 产生 极 大 似 然 估计 . 

8. 如 果 以 此 节 中 四 个 方法 去 拟 合 âi 和 记 的 值 ， 那 么 关于 残 差 之 和 DY, jlsy — wijGiBB) 
能 说 些 什么 ? 
88.4 

1. 验证 (8.23) 是 否 为 泊 松 乘 数 分 布 的 比例 偏差 

2. 验证 (8.26) 是 否 为 伽 玛 分 布 的 比例 偏差 . 

3. 在 性 质 8.3.9 的 模型 中 ， 证 明 (8.23) 中 的 第 二 项 恒 为 零 . 
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4 在 关于 期 户 什 的 可 乘 模型 中 ， 若 参数 是 由 直接 法 估计 的 ， 试 证 明 比 例 偏 关 (8.26) 中 的 第 
二 项 也 为 
§8.5 

1 AEF i = j = 8, 验证 (8.27) 和 (8.28) 两 式 分 别 导出 表 8. POT BURL AUREL X BAI 
st 

2. 自 表 8.1 h, W A, 6s 和 As 取 息 样 的 值 ， 再 以 这 些 值 验证 fos 的 值 

3. 对 于 模型 ~ X， 写 出 因 对 参数 的 制约 起 来 超 少 而 形成 的 相 几 模型 的 最 长 链 . 约定 A C 
表示 模型 A 因 其 参数 较 模型 B 有 较 多 的 制约 而 可 嵌入 于 模 型 中 ， 试 以 这 种 方式 给 出 上 二 
ABR ct 

4 确定 此 节 结 束 性 评注 中 描述 的 ， 以 年 龄 类 、 性 别 和 地 区 为 主要 效应 的 模型 自由 度 ， 在 有 
题 所 述 的 最 长 相 供 链 的 何 处 能 轩 放 这 一 模型? 
§8.6 

+ 证明 关 系 式 [2] = om & [262] +e [(24F2)'] = 0, 04100) = og sr tvi0, v), 
而 fy 由 (8.29) Ht. ESR Y LIA. 

2. 对 于 表 中 列举 的 所 有 分 布 ， 验 证 各 项 的 正确 性 ， 即 验证 参数 化 ， 典 则 联结 ， 累 积 量 函 
数 ， 作 为 O EMO ME. THAME c(y;V) 的 表达 式 

3. 在 泊 松 广义 线性 模型 中 ， 才 是 对 数 联 结 ， 则 边缘 总 和 方程 可 由 (8.43) 式 导 出 ， 试 证 , 对 
FIRA glu) =u" (0 > 0) 来 说 ,借助 以 作为 加 权 因子 的 极 大 似 然 方程 的 加 权 和 ， 亦 可 
导出 相同 的 结论 ， 试 问 ， 对 于 具有 这 一 联结 示 数 的 沿 松 观测 量 的 偏差 又 有 怎样 的 结论 ? 

4. ROMS ENI — EEE E A E. 

9. 证明 ,对 于 指数 散布 族 的 所 有 成 员 来 说 , 在 全 模型 下 关于 j 的 极 大 似 维 估 计量 是 产 = y: 

6. 证 明 一 般 情形 下 的 比例 偏差 由 下 式 给 出 ， 


$= FD wqu- å) ~ BÖ) -ê 


7. AMPH, EFES, W A. MME SRA AARE. 
8. 证 明 注 8.6.10 中 关于 指数 散布 族 中 若干 重要 例子 的 Esscher 变换 的 断言 
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§9.1 3 # 


直至 数 十 年 前 , 非 寿 险 行业 还 是 采用 根据 现时 情况 支付 的 原则 来 经 营 的 , 即 在 
一 特定 年 的 所 有 索赔 都 是 根据 同一 年 的 保费 收入 来 支付 ， 而 无 视 这 些 索赔 是 在 哪 
一 年 起 始 的 . 保单 组 合 的 财政 平衡 是 这 样 实现 的 : 在 每 一 特定 财政 年 度 内 ， 保 证 收 
集 到 的 保费 和 支付 的 索赔 款 相 平衡 .如 一 年 中 的 保费 收入 和 同一 年 支付 的 索赔 款 
有 差异 ， 即 会 导致 经 营 上 的 赢利 和 损失 . 

事实 上 , 在 一 特定 年 起 始 的 索赔 经 常 不 能 在 同一 年 内 处 理 完毕 . 譬如， 对 责任 
险 而 言 ,一般 会 有 很 长 的 法 律 程 序 , 而 且 还 有 其 它 的 延迟 原因 , 例如 很 难 评定 确切 
的 索赔 额 ， 又 如 在 致 残 险 中 ,索赔 也 许 需 要 稍 后 再 予以 薄 记 , 或 存在 多 次 付款 的 情 
形 . 所 有 这 些 因素 都 会 延迟 索赔 的 实际 支付 时 间 . 那些 已 经 引发 但 还 未 充分 掌握 的 
索赔 仅 是 在 这 样 的 意义 下 被 预见 的 ， 对 这 些 索赔 必须 支付 款项 ， 但 不 知 其 支付 总 额 
将 是 多 少 ， 另 需 考虑 这 样 的 情形 ， 在 一 特定 年 度 关 于 诸 索 赔 的 保费 已 交纳 ， 而 保险 
商 还 未 被 通知 其 中 任 一 个 索赔 已 发 生 . 这 时 也 存在 需 在 以 后 年 份 予 以 再 保 的 损失 

合理 与 逻辑 地 看 ， 这 样 一 些 索赔 现 已 和 保费 实际 支付 的 年 份 联系 起 来 . 这 表 
明 ， 准 备 金 必须 针对 这 样 的 索赔 预 留 ; 已 知 这 些 索赔 是 存在 的 ， 但 在 确定 准备 金 时 
还 不 知 它们 的 最 终 额度 是 多 少 . 对 于 这 样 一 些 索赔 ,存在 若干 同义词 . 一 种 称谓 是 
IBNR(incurred but not reported) 索赔 ， 即 已 引发 但 还 未 薄 记 的 索赔 ， 类 似 地 ， 对 
IBNR 方法 ，IBNR 准备 金 等 也 可 作 同 样 的 理解 . 其 它 的 同义词 是 IBNFR, IBNER 
和 RBNFS, 其 中 下 表示 完全 地 (fully), E 表示 充分 地 (enough). 已 为 保险 商 知 悉 的 
巨大 索赔 经 常 是 根据 情况 逐一 地 予以 处 理 的 . 

当 对 这 些 情况 建 模 时 ， 一 般 是 自 一 种 所 谓 的 流量 三 角形 出 发 的 ,我 们 以 下 例 
说 明 它 的 编制 方法 

1. RATA 2000 年 的 一 个 由 一 定数 目的 合同 所 构成 的 保单 组 合 开始 .假定 至 
2008 年 1 月 1 日 ， 即 起 始 年 末 的 8 年 以 后 ， 所 付 的 全 部 索赔 款 是 完全 已 知 的 . 

2. 在 2000 年 发 生 的 索赔 必然 要 从 2000 年 征收 到 的 保费 中 支付 . 

3. 除了 在 2000 年 付款 外 ， 也 可 在 2001~2007 年 间 付 款 

4. 类 似 地 ， 对 于 以 2001 年 为 起 始 年 的 诸 索 赔 来 说 ， 在 2001~2007 年 间 的 索赔 
KECA, HEE 2008 年 支付 的 款额 却 是 未 知 的 . 

5. 对 2005 年 来 说 ,已 知 的 索赔 款 是 在 2005~2007 年 间 支 付 的 款项 , 但 在 2008 
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年 以 及 更 后 时 间 的 付款 仍 是 未 知 的 . 

6. 对 于 那些 在 2007 年 已 交付 保费 的 诸 索 赔 来 说 ， 至 20074 12 H 31H, 仅 
有 在 2007 年 的 已 付 索赔 款 是 已 知 的 ， 但 我 们 可 以 期 待 , 更 多 的 付款 将 在 2008 年 以 
及 更 后 的 时 间 完 成 .我 们 还 可 期 待 案 赔 将 以 一 种 类 似 于 2000~2007 年 间 的 索赔 发 
展 模式 演变 . 

发 展 模式 可 用 表 9.1 中 的 三 角形 图 示 之 . 三 角形 中 的 数字 为 所 有 已 知 的 付款 ， 
这 些 款项 是 以 起 始 年 i (代表 行 ) 与 发 展 年 RRA) 进行 分 组 的 . 对 应 于 2002 年 
的 行 共 含 6 个 至 2007 年 12 月 31 日 为 已 知 的 数 . 例如 ， 此 行 中 的 第 3 个 元 素 表 示 
在 2002 年 引发 ， 且 在 第 三 个 发 展 年 ， 即 2004 年 支付 的 索赔 款 .在 表 9.1 的 三 角形 
中 ， 我 们 只 考虑 新 的 合同 ， 艾 如， 若 在 2000 年 首发 一 类 新 颖 的 保单 时 ， 便 可 能 出 
现 这 样 的 情形 .在 这 一 年 写 出 的 业务 中 ， 平 均 而 言 ， 仅 半年 便 在 2000 年 产生 了 索 
赔 ， 这 是 为 何 第 1 列 中 的 数 较 第 2 列 中 的 数 略 小 的 原因 . 位 于 对 角 线 i+j 一 1=c 
上 的 元 素 表 示 日 历年 c 的 付款 . 有 许多 种 方法 可 将 这 同一 批 数据 分 组 成 一 个 三 角 
É, 但 表 9.1 中 给 出 的 三 角形 是 最 常见 的 一 种 .根据 表 9.1 中 列举 的 索赔 款 ， 我 们 
要 预测 那些 在 未 来 日 历年 中 予以 支付 或 薄 记 的 索赔 ， 这 些 未 来 的 年 份 对 应 于 表 9.1 
中 右 底部 的 三 角形 . 精算 学 中 IBNR 技巧 的 目的 即 是 预测 这 些 数字 ,从 而 将 原 三 角 
形 延 拓 成 一 正方 形 . 位 于 右 底部 三 角形 中 的 所 有 数字 之 和 便 是 将 在 未 来 支付 , 且 需 
E 2000~2007 年 间 征 收 的 保费 中 予以 支付 的 所 有 索赔 款 之 总 和 ， 这 一 总 和 恰 为 待 
留 的 准备 金 . 以 上 我 们 假定 发 展 的 模式 持续 了 8 年 . 显然 ， 有 许多 部 门 ， 辟 如 在 责 
ERF, REER 8 年 更 长 的 时 间 后 可 能 仍然 会 被 薄 记 . 如 果 出 现 这 种 情况 ,我 们 
必须 对 第 7 年 以 后 的 发 展 年 进行 预测 ， 但 流量 三 角形 对 此 却 并 未 提供 数据 ， 我 们 
不 仅 需 构造 一 个 正方 形 , 还 需 将 三 角形 延 拓 成 一 个 包容 更 多 发 展 年 的 长 方形 . 通常 
的 做 法 是 假定 发 展 过 程 在 一 定数 目的 年 份 后 被 终止 ， 再 对 在 考虑 的 发 展期 间 以 后 
的 付款 采用 一 个 修正 因子 . 


衣 9.1 ARRE (水 平方 向 ) 和 起 始 年 (垂直 方向 ) 表述 付款 的 流量 三 角形 


发 展 年 
1 2 3 4 5 
2000 101 153 52 17 14 
2001 99 121 76 32 10 
2002 110 182 80 20 21 
2003 160 197 82 38 19 
2004 161 254 85 46 
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未 来 的 付款 是 遵循 已 充分 成 熟 的 精算 实践 来 估计 的 . 有 时 给 出 一 个 中 心 的 估 
计量 ， 有 时 却 考虑 包含 待 估 值 与 实际 结果 的 一 种 全 局 可 能 性 .结果 的 均值 和 方差 
的 估计 是 十 分 重要 的 . 已 形成 多 种 确定 准备 金 的 方法 , 每 一 种 会 满足 一 些 特定 的 要 
R. 这 些 方法 具有 不 同 的 模型 假定 ， 也 产生 不 同 的 估计 基 . 在 实践 中 ,最 有 可 能 产 
生 “ 最 优 ” 估计 量 的 方法 将 被 用 于 确定 期 待 索赔 的 估计 ， 而 其 它 方 法 的 结果 将 被 用 
作 评 定 随机 结果 变异 的 一 种 手段 ， 自 然 ， 这 是 一 个 不 太 科学 的 途径 . 

利用 表 9.1 中 的 三 角形 ,我 们 将 给 出 不 同 的 方法 ,每 一 种 会 反映 一 定 个 数 的 外 
在 因子 的 影响 . 在 起 始 年 的 方向 , 保单 组 合 大 小 的 变异 将 会 对 索赔 数字 产生 影响 . 
另 一 方面 , 对 发 展 年 因子 (水 平方 向 ) 来 说 , 索赔 处 理 程序 或 终结 索赔 的 速度 的 变化 
也 会 对 相应 的 索赔 数字 产生 一 定 的 影响 ， 对 角 线 上 的 数字 对 应 于 特定 日 历年 份 的 
付款 ， 这 些 数字 将 会 因 通货 膨胀 而 发 生变 化 ; 不 过 ,也 会 因 法 学 的 改变 或 递增 的 索 
财 倾 向 而 起 变化 . 举例 来 说 ， 若 在 医疗 业 的 责任 险 中 ， 风 险 逐 年 递增 ， 且 由 法 庭 判 
决 的 诉讼 越 来 越 多 时 ， 这 些 变化 便 会 在 对 角 线 的 数字 中 体现 出 来 . 换言之 ,以 发 展 
年 与 日 历年 作为 因子 的 分 离 模型 可 能 是 描述 这 样 一 些 保单 组 合演 变 的 最 佳 选择 . 

显然 ,人们 尝试 对 索赔 产生 的 随机 机 制 勾勒 出 一 幅 尽 可 能 清晰 的 图 景 ,只 要 有 
可 能 就 检验 这 一 模型 ， 且 最 优 地 估计 这 一 模型 的 参数 ,从 而 构造 出 有 关 未 知 观测 量 
的 优良 预 估量 . 尤其 重要 的 是 需 了 解 索赔 数字 的 方差 是 如 何 联系 于 均值 的 . 方差 可 
以 是 一 或 多 或 少 的 常数 ， 也 可 能 比例 于 均值 ， 比 例 于 均值 的 平方 , 或 和 均值 间 具 有 
其 它 的 关系 ， 详 见 下 一 节 ， 也 可 参看 前 述 的 有 关 广 义 线性 模型 的 一 章 . 

恰似 许多 费 率 厘定 技巧 一 样 ( 见 前 一 章 ), 在 精算 学 文献 中 ， 经 常 是 首先 给 出 一 
种 启发 式 的 方法 来 构造 IBNR 三 角形 ,坚实 的 统计 基础 仅 是 随后 才 阐 明 的 . 存在 这 
样 一 种 很 基本 的 GLM 有 关 它 的 极 大 似 然 佑 计 基 可 以 借助 熟知 的 链 梯 法 来 计算 . 
另 一 方面 ， 也 可 能 给 出 这 样 一 种 模型 ， 它 涉及 不 太 严格 的 统计 结构 ， 而 链 梯 法 的 计 
算 则 给 出 均 方 误差 意义 下 的 最 优 估计 车. 我 们 将 给 出 一 个 一 般 的 广义 线性 模型 ， 它 
的 特殊 情况 将 导致 若干 熟悉 的 IBNR 的 估计 方法 , 诸如 算术 与 几何 分 离 法 、 链 梯 法 
等 . 数值 说 明 将 在 89.3 中 给 出 . 
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本 节 将 给 出 这 样 一 种 广义 线性 模型 ， 若 干 常用 与 传统 的 构造 IBNR 三 角形 的 
精算 方法 皆 可 视 为 其 特例 . 关于 这 些 方法 的 变形 以 及 其 它 可 行 的 方法 , 可 参见 另外 
的 文献 表 9.2 中 的 随机 变量 Xi i,j = 1,2,…,t, 表示 对 应 于 起 始 年 i 与 发 展 年 j 
的 索赔 款 ， 即 在 日 历年 ?+7 一 1 支付 的 案 赔款. 对 于 满足 i+j < t+1 的 组 合 (ij) 
来 说 ，X5 早已 被 观测 到 ， 和 否则 ， 便 是 未 来 的 观测 量 . 如 同 表示 实际 支付 的 索赔 款 
一 样 ， 这 些 数字 也 可 用 于 表示 损失 比 . 我 们 采用 这 样 一 种 乘法 模型 ， 它 对 每 一 行 
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表 9.2 ”流量 三 角形 中 的 随机 变量 








发 展 年 
起 始 年 
1 sea n FA t 
a Xu ae Xin ae Xie 
t-n+1 Xt-n+1,1 sre Ktntln Lad Xe-ntiyt 
t Xa = Xen = Xu 


每 一 列 j 与 每 一 对 角 线 上 = i+j 一 1 皆 赋 予 一 个 参数 ， 确 切 地 说 ， 有 下 述 关 系 式 : 
Xij = ai + Bj Yk- (9.1) 


现 假定 上 式 左边 的 观测 基 与 右边 模型 值 之 间 的 差异 归 因 于 偶然 因素 . 若 进一步 假 
定 诸 随 机 变量 Xi; 是 相互 独立 的 ， 且 限定 其 分 布 属于 指数 散布 族 ，(9.1) 便 可 视 为 
是 前 一 章 中 所 述 的 广义 线性 模型 ,这 时 的 期 望 值 可 表 为 线性 形式 log ai + log 8j + 
log iti-1 的 指数 , 从 而 存在 一 对 数 联结 . 起 始 年 、 发 展 年 与 日 历年 皆 可 视 为 是 观测 
基 Xi; 的 解释 变量 . 我 们 将 在 有 关 Xi; 的 概率 分 布 的 各 种 假定 下 ， 确 定 诸 参数 ai, 
Bi 与 Ye 的 极 大 似 然 估计 .借助 这 一 简便 的 途径 ， 即 可 导出 许多 广 为 使 用 的 IBNR 
技巧 . 
如 确定 了 诸 参 数 的 估计 量 ， 即 可 简便 地 将 三 角形 扩展 成 一 个 正方 形 ， 


Žij © âi- By ee (9.2) 
存在 的 问题 是 ， 当 上 > t 时 ， 尚 无 与 日 历年 上 相对 应 的 ye 之 值 的 数据 ， 该 问题 可 
WPM, Bn, AGE m 具有 一 几何 关系 ， 即 对 某 正 实数 y, 有 Ys x 和. 
链 梯 法 
自 模型 (9.1) 导出 的 第 一 个 方法 是 链 梯 法 . 为 此 给 出 下 述 关于 分 布 的 假定 : 


Xij ~ Poisson(aiB;) 且 相互 独立 ,Yi 三 1， (9.3) 
BER a; 与 8; 可 由 极 大 似 然 法 估计 . 
寓于 链 梯 法 的 直观 想法 可 如 下 解释 之 : 在 任 一 发 展 年 中 , 可 认为 来 自 于 每 一 起 
始 年 的 索赔 的 比例 是 相同 的 . 换言之 , 在 流量 三 角形 中 列 是 成 比例 的 . 这 一 结论 对 
于 行 也 成 立 , 这 是 因为 一 行 中 的 所 有 数字 都 是 第 一 个 发 展 年 付款 的 相同 倍数 . 可 由 
最 小 二 乘法 或 一 启发 式 方法 “力学 平滑 法 ") 来 确定 参数 . 后 一 方法 导致 最 大 化 似 
然 函数 ; 但 当 关于 每 年 成 比例 的 假定 受到 质疑 时 , 此 方法 已 被 证 实 是 不 太 可 靠 的 . 
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和 譬如 ， 鉴 于 在 医疗 责任 险 中 出 现 了 较 以 往 多 得 多 的 法 律 诉讼 ， 关 于 列 比例 是 常 值 
的 假定 便 显然 不 成 立 . 这 可 通过 引入 其 它 的 假定 加 以 弥补 , 璧 如 ， 作 为 起 始 年 的 函 
数 , 可 假定 相继 列 之 间 比 例 的 发 展 是 线性 的 . 这 样 的 方法 即 可 视 为 是 链 梯 法 某 种 变 
形 . 

为 了 说 明 关于 (9.3) 的 似 然 函 数 的 最 大 化 问题 如 何 求解 ， 我 们 首先 指出 有 一 个 
参数 是 多 余 的 ， 这 是 因为 如 以 ba; 和 2/5 分 别 替换 os 与 f;, 我 们 可 得 到 相同 的 
期 望 值 . 为 克服 这 一 含糊 性 ,我 们 对 参数 赋予 一 附加 的 限制 . 一 个 自然 的 假设 是 令 
Ate +h = 1, 这 是 因为 由 此 即 可 把 Bi 解释 成 拖延 至 第 j 个 发 展 年 才 处 理 完毕 
的 索赔 所 占 的 比例 ， 而 把 ai 解释 为 起 始 年 的 “容量 ", 即 源 于 起 始 年 i 的 所 有 已 付 
款 的 总 和 . 我 们 已 知 在 关于 均值 的 对 数 模型 中 , 观测 量 Xy, i,j = 1 二 让 < 由 
是 服从 泊 松 分 布 的 , 故 由 性 质 8.3.9 推 知 三 角形 的 边缘 总 和 , 即 已 观测 到 的 数字 Xj 
的 行 和 Ri 与 列 和 Kj 分 别 等 于 关于 这 些 量 的 预 估量 DY, 6i 记 5D, âh. 鉴于 数 
据 呈 特定 三 角形 状 ， 边缘 总 和 法 的 方程 组 便 有 一 个 简便 的 解法 ， 也 可 参看 表 9.3. 


ROS ”在 流量 三 角形 中 的 边缘 总 和 方程 








起 始 年 发 展 年 
1 a n rA t 行 和 
1 apr Bn arbe Rı 
t-n+1 Ong Ar Qt-n+1bn Re-nti 
t abı Re 





Total Ki = Kn = Ke 
n a ee, 
1. 自 第 一 个 行 和 等 式 Cl(B 十 … 十 房 ) = Ri, 可 导出 âi = Ri, 然后 由 db = Ke 
ADAP Be 的 值 . 
2. 假定 对 某 一 n < t, 我 们 已 求 出 估计 值 ni, Âe 和 day Geen 此 时 可 
考 虞 下 述 两 边缘 总 和 方程 : 


Genta (Ar +-+- + Ên) = Ri-n41, 


(Ga +--+ + Ât-n41)Ân = Kn. Go 


再 因 A 十 … 十 房 = 1, 由 第 一 个 方程 即 可 求 出 ânn 之 值 ， 然 后 再 由 第 二 个 方程 
HA 6, 之 值 . 


3. X} n=t-1,t-2,---,1, 重复 上 述 步骤 2. 
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以 下 我 们 通过 一 例子 来 说 明 ， 如 何 借助 这 些 参 数 估计 将 长 方形 未 观测 部 分 的 
预 估 量 表示 出 来 , 见 表 9.4. 考虑 此 表 中 位 于 单元 (3, 4) 中 的 元 素 , 我 们 以 * 记 之 . 
它 紧 挨 着 已 观测 数字 的 边缘 ， 且 表示 次 一 日 历年 6 的 索赔 数字 ， 这 一 元 素 的 预 估 
值 可 表 为 


Gs(b1 + be + Bs)Ba(Ga + 42) _ Cox Br 
(Ga + 62)(B + Bo + Bs) As 


Hin, HF Bz 为 表 9.4 中 已 观测 到 的 诸 B ERKAM. (9.5) 中 最 后 一 个 等 式 成 
立 ， 乃 因 诸 估计 量 6 与 请 满足 边缘 总 和 性 质 ， 而 Bz 与 Cs 恰 分 别 是 已 观测 值 的 
列 和 与 行 和 ， 再 因 4z = Ri + Ra 一 (Ks + Ki), 知 其 也 可 用 相应 的 行 和 与 列 和 表示 
出 来 . 


as = is 有 = 





(9.5) 


表 9.4 ”以 链 梯 法 完成 流量 长 方形 的 说 明 





anene 
evaa» alr 
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OP 
tt 四 四 | 





X44 = -i ? (9.6) 


以 上 Ds 中 包含 了 万 注意 ， 这 不 是 一 个 实际 的 观测 值 ， 而 是 一 个 如 上 构造 出 来 
的 关于 单元 (4,3) 中 的 元 素 的 预 估 值 ， 同 一 预 估量 也 可 如 下 计算 (见习 题 89.2 第 1 
题 ): 
Ds x (Bs ++) 
4z+Cz 
从 而 遵循 了 关于 次 一 日 历年 中 观测 量 的 相同 流程 ， 这 一 流程 恰 阅 明了 长 方形 是 如 
何 自 基本 链 梯 法 中 的 流量 三 角形 构造 出 来 的 . 注意 , 这 一 流程 也 可 产生 构造 正方 形 
的 相同 估计 , 为 此 我 们 仅 需 交换 发 展 年 与 起 始 年 的 作用 , 即 考虑 三 角形 关于 对 角 线 
的 镜像 . 

链 梯 法 的 基本 原理 允许 有 多 种 变形 . 人 们 也 许 会 质疑 , 在 列 之 间 是 否 确 实 存在 
比例 关系 无疑， 这 是 由 那些 沿 着 描述 索赔 起 始 年 的 坐标 轴 而 运作 的 效应 所 确定 
的 , 当 所 有 其 它 因子 , 至 少 是 那些 对 理赔 完毕 的 索赔 所 占 的 比例 会 产生 影响 的 因子 
不 依 时 间 而 变化 时 ， 通 过 链 梯 法 能 实现 的 仅 是 流量 模式 . 


Xu = (9.7) 


§ 9.2 一 个 包容 不 同 IBNR 方法 的 广义 线性 模型 - 163 . 





算术 分 离 法 


在 算术 和 几何 分 离 法 中 ， 索 赔 数 字 Xy 也 是 由 时 间 的 两 个 侧面 ， 即 发 展 年 效 
应 6; 和 日 历年 效应 w 来 解释 的 ， 其 中 上 = i+ji 一 1. 这 样 ， 通 货 膨 胀 和 流量 模 
式 是 确定 索赔 数字 的 关键 性 因素 . 这 样 ,通货 膨胀 和 流量 模式 是 确定 索赔 数字 的 关 
键 性 因素 ， 对 于 算术 分 离 法 , 我 们 假定 


Xij ~ Poisson(BjYk) 且 相 互 独立 ， a; 三 1. (9.8) 


诸 参数 6 和 mk 仍 可 由 极 大 似 然 法 予以 估计 . 因 这 也 是 一 个 具有 对 数 联结 的 泊 松 
模型 , 故 由 性 质 8.3.9 即 知 ， 此 时 边缘 总 和 法 依然 适用 .在 模型 (9.8) H, 边缘 总 和 
是 列 和 与 关于 对 角 线 i 十 j 一 1 = 大 的 求 和 . 

在 分 离 模 型 中 , 既 假定 在 每 一 发 展 年 中 设 定 了 一 固定 的 百分比 , 也 假定 了 沿 着 
流量 三 角形 中 的 对 角 线 方向 ( 自 左 顶 部 至 右 底部 ) 运作 的 附加 效应 ， 于 是 ， 这 一 模 
型 最 佳 地 描述 了 这 样 的 情况 : 索赔 数字 中 反映 了 通货 膨胀 , 或 风险 因 其 它 原由 而 递 
增 ， 辟 如 医疗 责任 险 的 逐年 递增 .这 种 递增 是 由 关于 每 一 日 历年 的 一 个 指数 因子 
来 刻画 的 ， 该 因子 对 平行 于 对 角 线 的 观测 量 取 常 值 ， 在 表 9.3 中 我 们 假定 随机 变量 
Xy 是 关于 起 始 年 i 与 发 展 年 j 的 平均 损失 数字 ， 即 属于 单元 (i j) 的 总 损失 数 除 
以 那里 发 生 的 索赔 次 数 而 得 之 商 . 

根据 一 个 非常 类 似 于 链 梯 计算 的 方法 ， 我 们 也 可 获得 算术 分 离 法 中 的 参数 估 
计 . 这 一 方法 最 初 是 由 Verbeek (1972) 给 出 的 , 现 阐述 于 下 . 首先 , 我 人 有 E[Xij] = 
Bjyiti-1. 其 次 ， 因 参数 Bi, j = 1,…,t, 描述 了 对 于 发 展 年 j 设 定 的 比例 ， 又 因 假 
定 在 上 个 发 展 年 后 索赔 缘 已 处 理 完毕 ， 便 有 Bi +…+ 6: = 1. 于 是 ,利用 边缘 总 和 
方程 (例如 参见 表 9.3), 我 们 便 可 立即 确定 最 优 因 子 i, 它 反映 了 基础 水 平时 间 的 
通胀 ， 也 体现 了 最 长 一 条 对 角 线 上 观测 量 之 和 Di Xiii H Pi 仅 出 现在 最 后 一 
列 上 ， 我 们 有 B = Xiue/e. 利用 此 量 ， 我 们 可 进一步 计算 a, 然后 再 计算 Ba, 
如 此 以 往 . 恰 如 链 梯 法 所 述 ， 这 样 构造 出 来 的 估计 量 必 满足 边缘 总 和 方程 . 于 是 ， 
由 性 质 8.3.9 即 知 ， 它 们 是 极 大 似 然 估 计量 . 

为 填 满 正方 形 的 其 余部 分 ， 我 们 还 需要 知道 和 相应 估计 量 有 相 乘 的 诸 参数 
Jetty ?at 之 值 ， 我 们 可 通过 以 某 种 方式 外 插 序 列 ae 而 确定 这 些 参数 的 
值 ， 有 许多 技巧 可 完成 这 一 计算 ， 辟 如 利用 对 数 线性 外 插 法 . 


几何 分 离 法 
几何 分 离 法 涉及 下 述 统计 模型 中 参数 的 极 大 似 然 估计 : 
log(X5) ~ N (log(Bi7k),c?) , 且 相互 独立 ;as = 1. (9.9) 
此 模型 中 0? 是 一 未 知 方差 . 鉴于 Ellog Xi] = log 6) + log Yi};_1. 我 们 便 得 到 一 个 
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通常 意义 下 的 回归 模型 ， 其 参数 即 可 借助 常用 的 方法 来 估计 . 不 过 ， 自 Il;6;=1 
这 些 参 数 也 可 通过 前 述 的 逐次 置换 法 来 估计 . 

注意 ， 此 模型 中 的 值 bti- 并 不 等 于 X5 OHS. 事实 上 ， 它 仅 是 中 位 
数 ， 我 们 有 


1 
E[Xij] =e” /2Bjy#-1 和 PrlXi < BiTi] = > (9.10) 


De Vijlder 的 最 小 二 乘法 


在 De Vijlder 的 最 小 二 乘法 中 ,假定 y = 1, 而 诸 参数 o: 5 p; 则 是 通过 使 平 
TAD, (Xz - osB;)? 最 小 化 来 确定 的 . 不过， 这 一 直达 等 效 于 在 下 壕 禹 型 中 以 
极 大 似 多 法 来 确定 ai 和 Bj: 


Xij ~ 和 (aiBj,0?), 且 相互 独立 ,Yk = 1. (9.11) 


恰似 链 梯 法 一 样 ， 在 此 方法 中 假定 ， 有 关 一 个 特定 的 起 始 年 / 发 展 年 组 合 的 付款 
将 取决 于 两 种 因素 . 首先 ， 一 个 参数 刻画 了 起 始 年 ， 它 和 那 一 年 保单 组 合 的 容量 成 
比例 . 其 次 ， 另 一 个 参数 确定 了 索赔 至 其 诸 发 展期 限 的 末端 将 各 以 怎样 一 种 比例 被 
处 理 完毕 ， 这些 参数 是 由 最 小 二 乘法 予以 估计 的 . 


89.3 若干 IBNR 方法 的 数值 说 明 


起 始 年 、 发 展 年 和 日 历年 分 别 从 三 个 不 同 的 视角 对 时 间作 了 刻画 . 显然 ， 这些 
参数 的 引入 有 时 会 导致 过 度 的 参数 化 . 这 样 ， 其 中 许多 参数 将 被 剔除 ， 即 令 它们 均 
等 于 1; 而 另 有 一 些 参数 则 可 能 要 求 它 们 是 相等 的 譬如， 这 可 通过 将 那些 针对 某 
一 因子 具有 不 同 值 的 类 别 加 以 合并 而 达到 . 允许 类 别 可 合并 会 导致 同时 考虑 许多 
模型 ， 在 这 些 情形 有 时 将 难于 构造 合适 的 显著 性 检验 ， 此 外 ， 有 序 的 分 类 法 (诸如 
年 龄 类 和 奖惩 级 别 ), 除了 在 边界 或 对 某 些 特定 的 类 ,也许 会 引入 一 个 参数 ,用 以 描 
述 每 炎 有 一 种 固定 的 增加 ， 在 对 数 线性 模型 中 ， 为 将 联系 于 固定 水 平 即 分 类 ) 的 
任意 参数 值 以 一 种 关于 这 些 参数 值 的 几何 进展 模式 来 代替 ， 极 易 通过 以 实际 的 水 
平 来 替换 虚拟 的 因子 而 实现 . 若 用 GLM 的 行 话 叙 述 ， 即 视 这 一 变量 (variable) 为 
变数 (variate), 而 非 一 个 因子 ， 以 一 种 关于 某 实数 a 的 几何 进展 of) 来 代替 满足 
oa = 工 的 任意 值 ai, 意味 着 假定 组 合 容量 每 年 以 一 个 固定 的 百分比 增加 或 减少 . 对 
于 参数 G; 做 同样 的 处 理 ， 表 明 索 赔 被 理赔 完毕 的 比例 随 着 每 一 发 展 年 以 一 个 固定 
的 比例 减少 . 通常 第 一 个 发 展 年 将 有 别 于 其 它 的 发 展 年 , 这 是 因为 第 一 年 中 一 般 仅 
考虑 三 个 季度 . 这 时 最 佳 的 处 理 办 法 是 允许 对 于 第 一 年 有 一 分 离 的 参数 ， 即 对 实数 
Br F B, 考虑 BiB, B. 这 时 替代 于 原来 的 上 个 参数 B1,…, A, 我 们 仅 需 处 理 
2 个 参数 . 通过 引入 一 个 虚拟 变量 来 指明 联系 于 观测 量 Xi 的 日 历年 5=i+7-1 
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是 在 ko 以 前 或 以 后 ， 并 分 别 令 其 以 一 个 因子 1 或 6 对 均值 做 出 贡献 ， 我 们 便 得 到 
涉及 这 样 一 种 年 份 的 模型 ， 该 年 份 及 其 以 后 的 通胀 率 有 别 于 其 它 年 份 标准 固定 的 
通胀 率 . 

根据 最 大 可 能 ( 即 全 模型 的 ) 似 然 函 数 与 一 特定 模型 的 最 大 似 然 函数 之 间 的 差 
别 ， 可 以 确定 观测 数据 与 预 估 值 之 间 的 某 种 “距离 ”, 警 如 ， 我 们 可 以 启用 前 一 章 
提 及 的 (比例 ) 偏差. 利用 这 一 距离 便 可 检验 是 否 值得 引入 更 多 的 参数 而 使 模型 复 
杂 化 . 现 考虑 这 样 一 种 嵌入 模型 ， 即 它 的 参数 集 可 借助 对 原 有 模型 的 参数 集 赋予 某 
些 线性 约束 关系 而 构造 出 来 . 对 于 这 类 嵌入 模型 有 可 能 判断 观测 数据 与 预 估 值 之 
间 的 距离 是 否 “ 显 著 地 ” 变 大 了 . 可 以 证 明 在 被 剔除 的 参数 是 多 余 的 零 假设 下 ,这 
一 距离 上 的 差 近似 地 服从 x? 分 布 . 类 似 地 ， 非 嵌入 模型 的 拟 合 优 劣 程度 也 可 加 以 
比较 . 

某 些 解决 回归 问题 的 软件 可 用 于 处 理 所 谓 的 “虚拟 陷阱 "( 即 多 重 共 线性 ) 问 
题 . 这 类 问题 的 出 现 乃 因 对 一 些 与 其 它 变量 相依 的 变量 引入 了 参数 . 另 有 一 些 程序 
在 处 理 这 类 问题 时 更 方便 一 些 ， 譬如 ， 若 将 (9.1) 中 的 所 有 三 个 效应 都 取 成 几何 式 
W, 且 考 虑 下 述 预 估量 


Ri = pat) Bi yet? (9.12) 


运用 GLM 的 简便 就 如 三 个 参数 中 的 最 后 一 个 参数 等 于 1 一 样 ， 注意 ， 通 过 在 
(9.12) 中 引入 A, 所 有 三 个 参数 估计 便 皆 可 具有 at}, Bi) 与 aiti- 的 形式 类 
似 地 ， 可 在 (9.1) 中 置 ai = Bi = 7 = 1, 这 时 参数 u = 已 [Xi] 便 表示 在 第 一 个 
起 始 年 与 第 一 个 发 展 年 中 的 水 平 ， 不 难 验 证 ， 此 时 不 论 利用 E[Xij] = papi 和 
E(X] = pow? 中 的 哪 一 个 模型 ， 将 求 得 相同 的 预 估 值 .利用 模型 和 将 表 9.1 
中 的 三 角形 延 拓 成 一 个 正方 形 便 得 表 9.5. 标记 有 “总 和 ”的 列 中 包含 了 诸 未 来 付 
款 的 行 和 , 它们 恰 等 于 针对 每 一 起 始 年 预 留 的 准备 金 . 位 于 左 顶 部 的 数字 是 已 观测 
到 的 数据 的 估计 值 , 位 于 右 底部 的 数字 是 未 来 付款 的 预 估 值 . 为 判断 哪 一 个 模型 是 
最 优 地 拟 合 数据 的 ， 我 们 估计 了 (9.1) 式 的 不 多 的 一 些 模型 ， 这 些 模型 均 假定 观测 
基 是 服从 Poisson(asB;yi+;-1) 分 布 的 ， 详 见 表 9.6. 赋 加 诸如 B; = Bi-! Ky =1 
的 约束 关系 ， 即 可 导出 前 一 节 中 所 述 的 各 种 模型 读者 不 妨 试 着 验证 ， 为 何不 失 一 
般 性 ， 可 在 模型 I 中 选取 ys = 1. 这 表明 与 模型 世相 比 ， 模 型 I 仅 多 了 6 个 待 估 的 
参数 . 又 注意 ， 对 模型 而 言 ，E[Xij] = paptr- 因 该 模型 有 待 借助 ttt 十 1)/2 
个 观测 值 来 估计 3(t - 1) 个 参数 ， 便 知 仅 当 t > 4 时 ， 模 型 1 方 有 意义 . 

所 有 其 它 的 模型 绽 可 髋 入 至 模型 1 中 , 这 是 因为 它们 的 参数 集 皆 可 视 为 模型 
I 的 参数 集 的 子 集 . 模型 I 的 预 估量 最 优 地 拟 合 了 数据 . 关于 比例 偏差 和 相应 的 自 
由 度 ， 现 作出 如 下 说 明 . 对 于 最 完全 的 模型 1 ， 链 梯 模 型 I 没有 以 95% 的 水 平 在 
统计 上 被 拒绝 ， 这 是 因为 它 较 模型 I 少 6 个 参数 ， X2 的 临界 值 为 12.6， 但 这 两 个 
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HVS RIL 中 利用 模型 中 估计 的 索赔 数字 ， 最 后 一 列 给 出 了 所 有 未 来 预 估 付款 的 总 和 
发 展 年 
capt 1 2 3 4 5 6 7 8 Bf 
2000 1023 1401 594 252 17 45 19 08| 00 
2001 101.6 1392 591 2.0 106 45 19 08 08 
2002 1240 1699 721 306 130 55| 23 10 33 
2003 1502 205.8 873 370 157| 67 28 12 107 
2004 170.7 2339 992 42.1) 178 76 32 14 300 
2005 1599 219.1 99| 394 167 71 30 13 675 
2006 1852 253.8| 107.6 45.7 194 82 35 15 185.8 
2007 168.0| 230.2 97.6 414 176 74 32 13 398.7 








表 9.6 BAFR 9.1 中 数据 的 一 些 模型 的 参数 集 ， 自 由 度 
(= 观测 值 的 个 数 减 去 待 估 参 数 个 数 所 得 之 束 ) SH Oi 





模型 使 用 的 参数 自由 度 比例 偏差 
I H, Qis Bj, Yk 15 25.7 
1 H, ai, By 21 38.0 
m Hos Bis Yk 21 36.8 
TY HB; 27 59.9 
V Bot}, by 27 59.9 
vl Hy au, ye? 27 504. 
v mai p~ 27 504. 
wm haibi P~ 26 46.0 
x ma, B, p- 32 67.9 
x pa, pr 33 582. 
x u 35 2656 





模型 的 比例 偏差 之 差 仅 为 12.3. 算术 分 离 模型 下 近似 地 和 模型 I 一 样 好 地 拟 合 数 
据 具有 一 个 任意 流量 模式 6; 和 一 个 常 通胀 率 y 的 模型 TV 等 价 于 模型 V， 后 者 具 
有 一 个 关于 保单 组 合 容量 的 常 增长 率 ， 习 题 89.2 第 3 题 要 求 读者 解释 为 何 这 两 个 
模型 是 恒 同 的 . 模型 V 可 嵌入 至 模型 吴 中 , 且 减 少 了 6 个 参数 , 它 的 预 估量 显著 地 
ARAM. 类 似 地 ,模型 V 较 模型 了 了 差 . 模型 VI 和 模型 WI 也 是 恒 同 的 ,它们 对 于 
观测 值 的 拟 合 都 极 差 .在 模型 咽 中 ， 除 了 第 1 年 外 ， 具 有 一 种 几何 进展 模式 .该 模 
型 似乎 是 一 赢家 : CHRP RAI, ART 5 个 参数 , 但 并 不 显著 地 比 模型 [ 
差 . 它 的 拟 合 程度 要 优 于 模型 VI. 在 模型 VI 中 ， 第 1 列 没有 被 分 离 地 予以 处 理 . 比 
RAM AAA, 我们 发 现 必定 会 偏爱 保单 组 合 容量 的 任意 增长 模式 , 从 而 拒绝 
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常 增长 率 . 在 模型 X 中 既 有 一 个 常 增长 率 , 又 有 一 种 几何 进展 模式 , 这 一 模型 的 拟 
合 程度 也 极 差 ， 主 要 是 因为 第 1 个 发 展 年 是 如 此 地 有 别 于 其 它 的 发 展 年 . 

自 仅 含 一 个 常数 项 的 模型 观 可 发 现 ,模型 咽 的 “可 解释 的 偏差 的 百分比 ”已 超 
出 98%; 不 过 ， 甚 至 是 模型 又 ， 它 仅 含 一 个 常数 项 和 另 三 个 参数 ， 也 解释 了 97.4% 
的 偏差 . 

AMS H T PRB: 
i=1: 1.00 
i=2 : 0.99 
i=3:1.21 

=4:1.47 

i=5:1.67 
i=6:1.56 
i=7:1.81 
i=8:1.64 


E j A 将 理解 成 是 一 个 布尔 表达 式 ， 即 为 真 时 取 什 为 1, 非 真 (此 处 即 当 j = 1 
的 特殊 列 出 现 ) 时 ， 取 值 为 0. 模型 IX 将 导致 下 述 估计 基 : 


IX: Ri; = 101.1 x 1.10%? x 3.344! x 0.4271, (9.14) 


以 起 始 年 和 发 展 年 作为 解释 变 基 的 泊 松 分 布 ， 即 链 梯 法 , 适合 于 对 索赔 次 数 建 模 . 

除了 在 表 9.1 中 给 出 索赔 次 数 外 ,我们 还 已 知 平均 索赔 额 , 详 见 表 9.7. 对 于 这 些 索 
ORK, HAF a 刻画 的 保单 组 合 的 容量 是 无 关 紧 要 的 . 通货 膨胀 ， 从 而 日 历 
年 , 是 一 重要 的 因子 ; 发 展 年 也 很 重要 , 这 是 因为 仅 是 那些 大 索赔 额 才 导 致 农 赔 处 
AMER. 于是， 对 这 些 情况 而 言 ,分 离 模 型 将 更 合适 .在 可 乘 模型 中 ,我 们 在 平 


Vl : Xj; = 102.3 x x 3.20°7! x 0.42571, (9.13) 


OT ”对 应 于 衣 9.1 中 付款 次 数 的 平均 付款 额 








起 始 年 ZET 
1 2 3 4 5 6 7 8 
2000 62 146 117 175 203 212 406 318 
2001 133 122 96 379 455 441 429 
2002 148 232 120 481 312 390 
2003 119 185 223 171 162 
2004 93 109 87 190 
2005 33 129 176 
2006 237 179 
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均 索 赔 额 服从 具有 常 变异 系数 的 伽 玛 分 布 的 假定 下 对 它们 作 了 估计 . 

表 9.8 中 列举 了 各 种 模型 . 可 以 看 出 模型 的 相 典 结构 是 7C 6C 4/5C 3C 2C 
1 模型 4 和 5 ENF 6 与 3 之 间 ， 但 彼此 互 不 相 嵌 ， 我 们 如 此 尺度 化 偏差 ， 以 使 
得 最 完全 的 模型 1 具有 一 个 相等 于 其 自由 度 ， 即 15 的 比例 偏差 . 这样 一 来 ， 我 们 
可 如 下 检验 模型 精细 化 的 显著 性 . 即 比 较 以 比例 偏差 表示 的 赢利 与 以 需 额外 待 估 
的 参数 的 个 数 作为 自由 度 的 x? 分 布 的 临界 值 .两 链 中 有 统计 显著 性 的 一 步 是 自 
模型 7 至 模型 6 的 一 步 . 模型 5 中 虽 以 任意 的 发 展 参数 A 来 代替 模型 6 中 的 几 
何 进展 O, 但 并 未 显著 地 改进 了 拟 合 程度 ， 通 过 引入 一 个 关于 通胀 的 参数 1 
可 将 模型 6 精细 化 至 模型 4, 不 过 ， 这 也 没有 产生 显著 的 改进 . 模型 4 至 3 以 及 
模型 3 至 2 的 精细 化 均 未 显著 地 改进 拟 合 ， 但 模型 1 显著 地 优 于 模型 2 不 过 ， 
我 们 仍 偏爱 简单 的 模型 6, 这 不 仅 是 因为 模型 6 未 被 模型 1 所 控制 ， 还 因为 以 额 
外 19 个 参数 的 代价 仅 换 来 用 比例 偏差 表示 的 26.2 的 赢利 ， 于 是 ， 最 优 的 估计 是 
自 模 型 6 中 得 到 的 ， 它 在 第 1 个 发 展 年 中 给 出 的 初始 水 平 为 129, 在 第 8 年 递增 至 
129 x 1.177 = 397. 注意 ， 相 对 于 将 Y+i-1 取 成 几何 式 进展 或 取 成 常数 ， 若 拟 合并 
不 因 任意 地 设 定 vij- 而 有 显著 改进 ， 则 以 忽略 通胀 率 或 将 其 取 成 常数 (或 分 段 
常数 ) 为 佳 ， 否 则 仍然 存在 寻找 %+1,… ,zt 的 外 插值 的 问题 . 


表 9.8 ”运用 于 表 9.7 中 平均 索赔 额 的 各 种 模型 的 参数 、 自 由 度 与 比例 偏 整 





模型 所 用 的 参数 自由 度 比例 偏差 
1 Hy, By, Yk 15 15.0 
2 H, Bis Ye 21 30.2 
3 MBit 27 36.8 
4 m 9-4, 7? 33 39.5 
5 bby 28 38.7 
6 np! 34 41.2 
7 H 35 47.2 


若 将 关于 起 始 年 和 发 展 年 的 平均 索赔 额 的 估计 值 与 索赔 次 数 的 估计 值 ( 见 表 
9.5) 联系 起 来 ， 我 们 即 可 得 到 待 留存 的 总 额 ， 这 些 数字 在 表 9.9 中 标题 为 “估计 总 
额 ” 的 一 列 中 给 出 。 相 应 的 模型 是 由 组 合 两 个 可 乘 模型 6 与 必得 到 的 ， 于 是 估计 
的 支付 总 额 可 由 下 式 给 出 : 


6xIX: Xi;=13041 x 1.107} x 3.34741 x 0.46771. (9.15) 


上 述 模 型 在 以 下 情况 仍 适用 : 在 实际 中 ,人 们 经 常 不 满足 由 观测 值 与 估计 值 构 成 的 
正方 形 ， 也 需要 在 对 于 起 始 年 所 作 的 相应 估计 中 考虑 那些 在 最 未 观测 到 的 发 展 年 
之 后 的 那些 发 展 年 , 这 样 就 得 到 了 一 个 预 估 值 的 长 方形 . 关于 起 始 年 的 支付 总 额 的 
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MSE DN, Xj. BR, 124 (9.15) 一 式 中 被 组 合 的 模型 6 与 区 的 关于 每 一 
发 展 年 的 系数 丝 小 于 1 时 ， 这 些 和 才 是 有 限 的 . 

注 9.3.1( 估 计 IBNR 总 额 的 方差 ) ”在 实际 中 估计 IBNR 总 和 的 方差 是 非常 必 
要 的 , 因为 这 有 助 于 给 出 这 些 估计 值 的 一 个 预测 区 间 . 如 果 选 择 的 模型 是 正确 的 ， 
且 参 数 估计 是 无 偏 的， 那么 这 一 方差 由 两 部 分 构成 ， 其 中 一 部 分 描述 参数 的 不 确 
定性 ， 另 一 部 分 描述 过 程 不 规则 的 扰动 性 ， 如 果 假 定 表 9.5 中 的 模型 是 正确 的 ， 参 
数 估计 又 和 实际 值 相符 , 则 估计 的 行 和 便 是 泊 松 随机 变量 的 预 估 值 . 由 于 这 些 随机 
变量 的 方差 与 均值 相等 ， 各 年 的 行 和 又 是 相互 独立 的 ， 估 计 的 过 程 方差 的 总 和 即 
等 于 估计 的 均值 的 总 和 ， 即 为 0.8 + … + 398.7 = 696.8 = 26.47, 若 模型 中 存在 超 
散布 性 ,方差 还 必须 乘 以 估计 的 超 散 布 因 了 于 . 自然 ,实际 的 方差 还 应 包括 估计 的 均 
值 的 变异 ， 不 过 这 是 很 难 求 得 的 ， 再 一 次 假定 所 有 参数 都 是 正确 地 予以 估计 的 ， 
又 假定 模型 也 是 正确 的 ， 其 中 包含 索赔 额 和 索赔 次 数 相互 独立 性 的 假设 ， 则 表 9.9 
中 的 数字 便 是 关于 以 Au 为 均值 的 复合 泊 松 随机 变量 的 预 估 值 ， 索 赔 次 数 的 参数 
入 可 自 表 9.9 中 求 得 ， 伽 玛 分 布 支付 额 的 二 阶 矩 u 可 自由 (9.13) 式 给 出 的 均值 估 
计 ， 再 结合 估计 的 散布 参数 导出 ， 对 于 由 行 与 列 因 子 解释 的 具有 对 数 正 态 索赔 数 
FHRA, Doray (1996) 给 出 了 IBNR 索赔 的 均值 与 方差 的 最 小 方差 无 偏 估计 ， V 


表 9.9 ”相应 于 衣 9.1 与 家 9.5 的 索赔 总 额 的 观测 值 与 预 估 值 ， 在 已 付 总 额 的 一 列 中 给 出 了 
迄今 为 止 已 付 的 总 额 ， 在 估计 总 额 的 一 列 中 给 出 了 待 付 总 额 的 估计 值 
发 展 年 Eft ”估计 

1 2 3 4 5 6 7 8 总额 üm 
2000 6262 22338 6084 2975 2842 636 1624 318| 43079 0 
2001 13167 14762 7296 12128 4550 1323 429| 361 53655 361 
2002 16280 42224 9600 9620 6552 780| 800 398 85056 1198 
2003 19040 36445 18286 6498 3078| 1772 881 438 83347 3092 
2004 14973 27686 7395 8740| 3926 1952 971 483 58794 7331 
2005 6105 25929 15136) 8696 4324 2150 1069 532 47170 16771 
2006 42186 46719| 19262 9578 4762 2368 1178 586 88905 37733 
2007 32088| 42665 21215 10549 5245 2608 1297 645 32088 84224 


起 始 年 








注 9.3.2( 超 越 链 梯 法 的 随机 模型 ) 我 们 早已 指出 ,在 一 个 具有 相互 独立 且 服 
从 Poisson(aiB;) 分 布 的 诸 随机 变量 Xy 的 模型 中 ， 极 大 似 然 估计 可 借助 称 之 为 链 
梯 法 的 算法 求 得 。 Mack (1993) 给 出 了 一 组 较 少 限制 的 分 布 假定 ,在 这 些 假定 下 完 
成 这 一 算法 仍 是 可 行 的 . 但 在 进一步 讨论 不 涉及 分 布 假设 的 模型 时 ， 他 不 能 指定 有 
待 最 大 化 的 似 然 函 数 ， 从 而 他 设法 以 最 小 方差 无 偏 估计 替代 之 . y 
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89.4 习 Æ 


§9.1 
1. 可 用 多 少 种 方法 将 表 9.1 中 的 数据 安置 在 一 张 表格 中 ， 如 在 垂直 或 水 平方 向 ， 并 按 递增 
或 递减 顺序 来 布 列 起 始 年 、 发 展 年 与 日 历年 ? 
89.2 
1. 证 明 (9.6) 与 (9.7) 确实 产生 相同 的 估计 量 . 
2. 证 明 (9.10), 并 试 求 模型 (9.9) 中 随机 变量 Xi; 的 众 数 . 
3. 将 链 梯 法 运用 于 以 累积 数字 表述 的 IBNR 三 角形 . 试 解释 为 何以 链 梯 法 加 以 处 理 的 流量 
三 角形 通常 是 以 累积 形式 给 出 的 ? 











发 展 年 
Bee 1 2 3 4 5 
232 338 373 389 391 
258 373 429 456 


an onwe 
x 
8 
& 
2 
S$ 
3 





4. 将 算术 分 离 法 运用 于 前 一 题 中 的 数据 ， 以 线性 或 对 数 线性 外 插 法 确定 缺 省 的 7 值 ， 哪 种 
方法 看 似 更 合适 些 ? 

5. 链 梯 法 中 最 小 化 的 是 数据 与 预 估 值 之 间 的 何 种 距离 分离 法 中 最 小 化 的 又 是 电 种 距离? 
89.3 

1. 验证 ， 自 模型 [X45] = poss! 与 EIX] = poy’? 可 获得 与 (9.12) 相同 的 预 估 
值 . 

2. 在 模型 1 中 ， 我 们 有 [Xs] = patij- ij = 1,…,t. 试 说 明 ， 为 何不 失 一 般 性 
(可 令 Y = 1)? 于 是 ， 当 上 = 8 时 , 模型 1 AM RST 6 个 待 估 的 参数 .验证 ,对 于 模型 1 
而 言 ， 有 3(t - 1) 个 参数 项 借助 t(t + 1)/2 个 观测 值 加 以 估计 ， 因 此 模型 1 仅 当 t > 3 时 才 有 
意义 . 

3. 解释 模型 IV 为 何 与 模型 V 等 价 ? 

4. Xt i= 了 = 1 3,5,7, 计算 由 模型 (9.13) 与 (9.14) 式 预 估 的 什 ， 再 将 这 些 值 与 实际 的 观 
测 值 加 以 比较 . 

5. 验证 (9.15), 并 利用 此 式 确定 DZ, Xp. 
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风险 比较 是 精算 最 本 质 的 工作 . 本 章 提供 一 些 数学 上 的 概念 和 解决 方法 , 并 给 
出 一 些 可 以 推导 的 非 寿险 精算 的 重要 结果 . 风险 即 非 负 随机 变量 , 在 以 下 两 种 情况 
F, 某 一 风险 优 于 另 一 风险 : 其 一 是 后 者 RA, 见 810.2; 其 二 是 后 者 具有 REHA 
(危险 性 较 大 ), I 510.3. 较 重 的 尾 意思 是 该 随机 变量 取 大 值 的 概率 较 大 ， 这 就 使 得 
该 风险 与 具有 同样 均值 的 其 它 风险 相 比 没有 优势 ， 因为 这 样 的 风险 其 取 值 更 广 ， 从 
而 降低 了 风险 的 可 预见 性 我 们 将 证 明 ，, 尾 较 重 的 风险 具有 较 大 的 停止 损失 保费 

我 们 也 将 证 明 上 述 的 第 二 种 情形 等 同 于 风险 厌恶 型 的 决策 者 对 风险 的 共同 偏 
好 , 根据 一 个 风险 小 于 另 一 个 风险 或 一 个 风险 并 不 比 另 一 个 风险 更 危险 的 事实 , 我 
们 可 以 推出 前 一 风险 在 普遍 使 用 的 均值 - 方差 序 意义 下 仍然 优 于 后 一 风险 ， 在 这 
种 序 关系 的 比较 下 ,决策 者 偏好 均值 较 小 的 风险 ; 在 均值 相等 的 条 件 下 ,方差 是 决 
策 者 参考 的 第 二 个 标准 . 但 是 , 仅 用 这 种 序 关系 不 能 达到 精算 的 目的 ， 因为 用 这 种 
序 作 比 较 所 得 出 的 决策 受到 很 多 明智 决策 者 的 争议 ， 我 们 给 出 停止 损失 序 的 几 个 
不 变性 质 ， 其 中 对 于 精算 应 用 最 重要 的 一 个 是 当 索 赔 次 数 或 索赔 新 分 布 由 另 一 更 
危险 的 分 布 取代 时 ， 停 止 损失 序 在 复合 运算 下 具有 不 变性 

§10.4 给 出 了 风险 排序 理论 的 许多 应 用 ， 其 中 一 个 应 用 就 是 个 体 风 险 模型 比 聚 
合 风险 模型 风险 更 小 在 第 3 章 ， 我 们 已 看 到 经 典 的 聚合 风险 模型 和 个 体 风 险 模 
型 有 相同 的 均值 , 但 前 者 方差 更 大 , 但 开放 的 聚合 模型 的 均值 和 方差 都 比 个 体 风 险 
模型 的 大 ， 本章， 我们 将 证 明 一 些 更 强 的 结论 , 例如， 考虑 一 个 分 布 性 质 等 同 于 个 
体 模型 的 风险 损失 ， 和 另 一 个 分 布 性 质 等 同 于 通常 的 聚合 模型 的 风险 损失 , 任何 厌 
恶 风 险 型 的 决策 者 都 会 偏好 于 前 者 ， 并 且 其 对 应 的 所 有 停止 损失 保费 较 小 

由 第 4 章 的 内 容 ， 非 破产 概率 可 以 表示 为 最 大 总 损失 变量 工 的 分 布 函数 ， 其 
中 工具 有 复合 几何 分 布 . 我 们 将 证 明 ， 如 果 在 破产 模型 中 将 单一 的 理赔 分 布 痊 换 
成 所 有 厌恶 风险 型 决策 者 偏好 的 风险 分 布 , 那么 破产 概率 将 会 变 小 . 在 某 些 更 一 般 
的 条 件 下 ， 上 述 结论 对 破产 概率 的 Lundberg 指数 上 界 同样 成 立 

很 多 参数 族 对 于 其 参数 都 是 单调 的 ， 即 分 布 所 对 应 风险 的 危险 性 随 分 布 参 数 
递增 或 递减 考察 这 样 的 FT(a, B) 分 布 子 族 ， 其 均值 $ = jp 固定， 我 们 将 证 明 停止 
损失 保费 于 任意 点 d 的 值 随 方差 p 递增 ， 因 而 关于 a 递减 . 这 样 ， 就 有 可 能 把 任 
意 一 个 伽 玛 分 布 与 F(ao, Go) 分 布 做 比较 . 某 些 伽 玛 分 布 会 受到 所 有 使 用 单调 增 效 
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用 函数 的 决策 者 偏好 , 某 些 分 布 仅 会 得 到 厌恶 风险 型 决策 者 的 偏好 ,而 其 它 类 型 决 
策 者 的 选择 又 会 有 所 不 同 . 

第 1 章 已 证 明 , 对 于 停止 损失 再 保险 ， 当 自 留 风险 的 均值 固定 时 其 自 留 风 险 的 方 
差 最 小 . 从 这 个 意义 上 看 , 停止 损失 再 保险 是 最 优 的 . 本 章 将 证 明 更 强 的 结论 : 任何 大 
恶 风 险 型 的 决策 者 都 偏好 停止 损失 再 保险 所 对 应 的 自 留 风险 . 同时 ， 我 们 还 将 指出 ， 
所 有 厌恶 风险 型 决策 者 对 风险 的 普遍 取舍 反映 在 风险 背后 的 保费 上 .对 于 损失 X 和 
Y, 如 果 每 一 个 厌恶 风险 型 决策 者 偏好 X, 则 X 的 零 效 用 保费 更 低 , 例如 指数 保费 . 

§10.5 给 出 了 风险 排序 的 另 一 个 应 用 领域 ， 有 时 ， 当 要 计算 某 一 风险 的 停止 损 
失 保费 时 ,我 们 并 不 知道 该 风险 的 分 布 ， 而 只 知道 该 风险 的 整体 特征 , 如 均值 u 
风险 取 值 上 界 或 方差 o?. 我 们 将 利用 这 些 特征 给 出 停止 损失 保费 的 上 下 界 ， 

上 面 所 提 到 的 一 个 求 和 式 子 里 的 各 项 要 求 非 负 且 相互 独立 ， 可 以 想像 这 种 限 
制约 束 太 强 .很 多 不 变性 较 强 地 依赖 于 随机 变量 的 非 负 性 ， 但 是 在 金融 精算 应 用 
中 ， 所 考 虚 的 模型 必须 要 包括 获 利和 损失 .独立 性 的 假设 往往 不 能 得 到 满足 ， 例 
如 ， 求 和 式 中 的 各 项 是 在 一 个 随机 利息 力 下 的 连续 支付 ， 又 或 者 是 当 发 生地 震 、 
水 灾 时 的 连续 支付 . 还 有 ， 丈 夫 和 妻子 的 死亡 风险 也 是 明显 有 关 的 ， 一 是 因为 任何 
一 方 的 死亡 都 会 使 男 一 方 伤心 过 度 ， 二 是 因为 双方 的 环境 和 个 性 相似 ( 物 以 类 聚 ， 
人 以 群 分 ), 从 而 影响 生存 者 的 死亡 率 . 但 是 , 大 多 数 传统 的 保险 模型 都 有 上 述 的 独 
立 性 假设 . 我 们 可 以 采用 投资 分 散 化 ,使 资产 组 合 的 风险 尽 可 能 满足 这 个 要 求 . 因 
此 ,投资 组 合 里 不 能 含有 太 多 相关 的 风险 ,如 一 由 大 楼 不 同 楼 层 的 火灾 风险 ， 或 同 
一 巨额 再 保 风险 所 涉及 的 几 个 再 保 层面 . 

独立 性 假设 在 保险 中 扮演 着 非常 重要 的 角色 . 事实 上 , 保险 的 本 质 就 是 承保 很 
多 细小 的 独立 的 风险 ,由 大 数 定律 和 中 心 极限 定理 这 两 个 基本 的 统计 规律 ,保险 人 
面临 的 随机 形势 变 得 越 来 越 有 可 预见 性 . 某 一 风险 可 以 被 别 的 其 它 风险 对 冲 ， 因 为 
一 份 保单 上 的 损失 可 能 得 到 其 它 更 多 有 利 结果 的 弥补 . 而 且 ,独立 性 假设 给 我 们 的 
处 理 带 来 很 大 的 方便 ， 因 为 大 多 数 情况 下 , 我 们 所 收集 到 的 统计 结果 仅 给 出 了 风险 
的 边际 分 布 信 息 ,并 没有 给 出 风险 的 联合 分 布 信息 , 即 没 有 给 出 这 些 风险 相互 关联 
的 具体 信息 . 同 时， 独立 性 假设 使 得 数学 上 的 处 理 比 风险 联合 分 布 的 其 它 结构 更 容 
易 处 理 ， 注意 ,大 数 定律 并 没有 指出 随 着 保险 人 业务 的 扩大 , 保险 人 的 随机 资本 金 
的 方差 趋 于 0, 而 是 随 业务 的 扩大 变异 系数 (标准 差 与 均值 的 比值 ) 趋 于 0. 

$10.6 将 考虑 ， 当 面 对 能 够 产生 损益 的 保单 组 合 ， 且 其 随机 相依 结构 未 知 的 情 
况 时 ， 如 何 作出 安全 的 决策 显然， 如果 这 些 随机 变量 之 间 呈 现 正 相依 特性 时 ， 那 
么 其 和 的 危险 性 会 更 大 , 这 里 正 相依 性 是 指 当 一 部 分 随机 变量 取 较 大 值 时 , 其 它 变 
基 也 有 随 之 取 较 大 值 的 趋势 . 如 果 变量 之 间 不 具备 这 样 的 相依 性 ,比如 是 随机 独立 
的 或 是 具有 负 相 依 性 , 那么 组 合资 产 的 损失 就 得 到 了 很 好 的 风险 规避 , 组 合资 产 更 
有 预见 性 ， 对 于 厌恶 风险 型 投资 者 来 说 , 这样 的 资产 组 合 更 有 吸引 力 . 在 正 相依 情 
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况 下 , 独立 性 假设 很 可 能 低估 了 资产 的 风险 . 负 相 依 性 意味 着 当 其 中 之 一 保单 的 理 
赔 越 高 时 ， 其 它 保单 的 理赔 就 有 越 低 的 趋势 . 这 里 最 关键 的 结果 是 ， 如果 这 些 随机 
变量 是 极端 正 相依 的 ( 即 同 单调 ), 那么 这 些 变量 之 和 的 危险 性 最 大 . 


810.2 较 大 风险 


本 节 及 其 之 后 的 三 节 将 比较 风险 , 即 比 较 非 负 随机 变量 . 我 们 很 容易 给 出 一 个 
条 件 , 使 得 在 此 条 件 之 下 一 个 风险 了 大 于 (更 准确 地 , 大 于 或 等 于 ) 另 一 个 风险 X: 
如 果 X 几乎 处 处 小 于 Y, BA Pr[X < Y] = 1, 那么 一 个 使 用 单调 增 效用 函数 的 决策 
者 无 疑 将 认为 损失 X 好 于 损失 Y. 这 引出 如 下 的 定义 . 

定义 10.2.1(“ 较 大 ”风险 ) ”对 于 两 个 风险 XA Y, 若 存在 一 对 (XY) ve 
X' ~ X #l Pr[X' <Y) =1, WHY KF X 

注意 在 这 个 定义 中 ， 我 们 并 没有 只 考虑 边际 分 布 函数 Fx 和 Fy, 而 是 考虑 M 
AY 的 联合 分 布 ， 见 下 面 的 例子 . 

例 10.2.2( 二 项 随机 变量 ) 以 天 记 7 次 投掷 一 枚 均匀 硬币 出 现 正面 的 次 数 ， 
以 Y 记 10 次 投掷 另 一 枚 非 均 匀 硬 币 出 现 正面 的 次 数 ， 这 里 非 均 匀 硬 币 每 次 投掷 
出 现 正面 的 概率 p > 1/2. 如 果 X 和 Y 相互 独立 ， 则 事件 X > Y HARFE. R 
们 是 否 可 以 设计 这 样 的 一 个 试验 ， 在 该 试验 中 能 够 定义 随机 变量 Y 和 X' 使 得 X 
4 X WAH, AY 不 小 于 X’? 

为 构造 X' ~ X 使 得 Pr[X' < Y] = 1, 我 们 按 如 下 方式 进行 投掷 以 概率 p 出 
现 正面 的 非 均 匀 硬 币 10 次 ， 出 现 正面 的 次 数 记 为 Y. 在 前 7 次 投掷 中 ， 每 当 出 现 
正面 ， 我 们 立即 投掷 另 一 枚 以 概率 去 出 现 正面 的 硬币 .以 X 记 第 二 枚 非 均匀 硬 
币 出 现 的 正面 次 数 ， 则 X ~ B(7,1/2), 与 X 同 分 布 ， ， 因 为 第 一 枚 硬币 在 前 7 次 可 
能 的 投掷 中 每 次 能 够 成 功 (出 现 正面 ) 的 概率 为 p x 2. 显然 ， X' 与 了 oe 
E Pr[X’ < Y] =1. 

可 以 证 明 Y “大 于 ”X 的 条 人 等 价 于 下 面 加 于 过 际 分 布 数 上 的 一 个 条 间 的 
条 件 . 

定理 10.2.3( 较 大 随机 变量 有 较 小 的 分 布 函 数 ) ”存在 一 对 随机 变量 (X,Y) 使 
18 X'~ X H Pr[X’<Y]=1 当 且 仅 当 Fx(z) > Fy(z), Vr > 0. 

证 明 ”必要 性 显然 . 为 证 充分 性 ， 我 们 仅 给 出 两 种 特殊 情形 的 证 明 , 当 Fx() 
和 Fy (:) 都 是 连续 单调 增 时 , 取 X' = Fy (Fy (Y)), 则 可 以 证 明 Fy (Y) 具有 U(0,1) 
分 布 ， 所 以 Fx" (Fy (¥)) ~X. 由 Fx > Fy 可 推出 X'<Y. 

4X ALY 为 离散 型 时 , 考虑 Fx(.) 和 Fy(-) 的 如 下 省 函数: 对 任意 0 <u< 1 


fu)=z, 4 Fx(z-—0)< u < Fx(z) Bt; 


g(u)=y, % Fy(y—0) <u< Fy(y) Bt. on) 
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ME, WU ~ U(0,1), W gU) ~ 了 和 f(U) ~ X. Fx(z) > Fy(z) 对 任意 RLA 
WT f(u) < glu), Vu, FÆ Pr[f(U) < g(V)] = 1. v 

E 10.2.4(“ 较 大 ”和 较 大 风险 ) ”为 比较 风险 X AY, 我 们 只 考虑 它们 的 边际 
分 布 函数 Fx 和 Fy. 因为 联合 分 布 函 数 此 时 已 无 关 紧 要 ， 所 以 不 失 一 般 性 ， 考 虑 
X 的 任何 一 个 版 本 .这 意味 着 当 Y 在 定义 10.2.1 的 意义 下 “大 于 ”X 时 ， 可 以 假 
设 较 强 的 结论 PrIX < Y] = 1 成 立 . 所 以 当 考虑 随机 大 时 ， 可 以 假设 风险 是 在 概率 
1 之 下 大 于 或 等 于 ， 这 样 做 只 需要 用 一 个 等 价 的 风险 来 替代 X. v 

在 很 多 场合 ,我 们 会 考虑 一 个 涉及 多 个 输入 变量 的 模型 . 通常 如果 把 模型 的 
一 个 输入 变量 换 成 一 个 较 大 的 ， 则 模型 的 输出 增加 . Bi, WRX + Z AY + Z, 
其 中 风险 2 与 XX 和 Y 独立 ( 卷 积 ). 一 个 不 太平 凡 的 例子 是 复合 ,在 这 里 理赔 次 
数 和 理赔 额 大 小 分 布 都 可 以 替换 . 

定理 10.2.5( 复 合 ) ”如 果 每 个 理赔 额 X;“ 小 于 ”Yi, i > 1, 记 数 变量 M “小 于 ” 
N, 且 所 有 变量 相互 独立 ， 则 Xi 十 Xz 十 … 十 XM YNF” Yi + Yo te + Yn. 

证 明 考虑 到 注 10.2.4, 不 失 一 般 性 ， 假 设 Xi < YM M < N 以 概率 1 成 
X. 于 是 第 二 个 表达 式 有 不 少 于 第 一 个 表达 式 的 项 数 , 上 且 每 一 项 不 小 于 第 一 个 表达 
式 中 的 对 应 项 . v 

以 上 使 用 的 序 概念 “大 于 ” 称 为 随机 序 , 其 记号 如 下 . 

定义 10.2.6( 随 机 序 ) ERY “大 于 ”风险 X, 则 称 X 在 随机 序 意义 下 小 
FY, WE X <u Y. v 

在 文献 中 ,术语 “随机 序 ” 通常 被 用 来 指 随机 变量 或 它们 分 布 之 间 的 任何 一 种 
序 的 概念 ， 在 本 书 中 ， 随 机 序 特 指定 义 10.2.6 中 的 序 . 

注 10.2.7( 随 机 较 大 风险 有 较 大 均值 ) 随机 序 X <n Y 的 一 个 必要 条 件 显 然 
是 E[X] < E[Y], 甚至 E[X] < E[Y] 除非 X ~Y. RAR (1.34), 其 中 取 d = 0. 反 
之 , E[X] < E[Y] 并 不 能 推出 X <s Y. 一 个 反例 : X ~ Bernoulli (p), Pr[Y = c] = 1， 
HP p= 3,5<c<1. v 

注 10.2.8( 相 互 交 叉 一 次 的 概率 密度 或 概率 函数 是 有 随机 序 的 ) ”随机 序 的 一 
个 充分 条 件 是 两 个 随机 变 基 的 概率 密度 或 概率 函数 满足 ， 对 某 个 zo, 当 > < zo 时 
fx(x) > fy(z), 而 当 z > zo 时 不 等 式 反 向 .证明 见习 题 810.2 第 1 题 . v 

可 以 证 明 序 <s 有 如 下 基于 效用 理论 的 一 个 自然 的 解释 . 

定理 10.2.9( 随 机 序 和 单调 增 效用 函数 ) X <e Y 当 且 仅 当 已 w(-X)] > 
Elu(—Y)] 对 每 个 单调 增 效用 函数 v(.) 成 立 . 

证 明 WR L[u(—X)] > Elu(—Y)] 对 每 个 单调 增 函 数 v(.) 成 立 , 则 该 不 等 式 对 
特殊 函数 haly) = 1 一 -oo,-a)(y) 也 成 立 . 但 E[ha( 一 XX)] 即 为 Pr[X < d]. 反 过 来 ， 
WR X <s Y, 则 对 某 个 X' ~ X, H Pr[X’ < Y=1, 所 以 Elu(-X)] > Blu(-Y)]. 

v 
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所 以 ，X <st Y 完全 等 同 于 使 用 单调 增 效用 函数 的 所 有 决策 者 对 损失 风险 X 
和 了 的 偏好 排序 . 


810.3 更 危险 的 风险 


在 经 济 学 中 , 当 要 在 两 个 潜在 的 损失 中 作出 选择 时 ， 人 们 通常 偏好 具有 较 小 均 
值 的 损失 风险 . 如 果 两 个 风险 有 相同 的 均值 , 那么 一 些 决策 者 简单 地 选择 具有 较 小 
方差 的 那个 风险 . 这 种 均值 - 方差 序 的 概念 构成 了 经 济 学 理论 中 CAPM- 模型 的 基 
础 , 而 这 对 精算 师 来 说 是 不 够 的 , 精算 师 必须 关心 那些 从 方差 中 无 法 看 得 出 的 小 概 
率 事件 ， 这 些 事件 一 旦 发 生 可 能 导致 破产 . 但 是 ， 所 有 厌恶 风险 的 精算 师 都 认同 如 
果 一 个 风险 的 极 值 有 较 大 的 概率 ， 那 么 该 风险 更 危险 . 

定义 10.3.1( 较 重 的 尾 ) ”对 于 两 个 风险 X A Y, 如 果 E[X] = EY], 且 存在 某 
个 实数 zo 使 得 Pr[X < x] < Pr[Y < z], £ < zo, {E Pr[X < z] > Pr[Y < z), £ > zo, 
则 称 Y 的 尾 重 于 X 的 尾 . v 

在 这 个 定义 里 ，“ 较 重 的 尾 ” 性质 是 直接 通过 X 和 Y 的 分 布 函数 来 表达 的 ， 
存在 一 个 数 zo 使 得 在 zo 的 左边 的 分 布 函数 较 小 ， 而 在 zo 的 右边 Y 的 分 布 函 
数 较 小 ， 两 个 分 布 函数 仅 在 zo 点 相互 交叉 一 次 . 两 分 布 函数 交叉 一 次 的 一 个 充分 
条 件 是 这 两 个 函数 的 差 先 单调 增 ， 再 单调 减 ， 最 后 再 次 单调 增 . 因此 ， 我 们 有 如 下 
定理 . 

定理 10.3.2( 概 率 密度 或 概率 函数 相互 交叉 两 次 蕴涵 对 应 分 布 函 数 交 叉 一 次 ) 
设 风险 X A Y 具有 相同 的 均值 , 但 有 不 同 的 概率 密度 或 概率 函数 fx 和 fy. 如 果 
FEK h, lo 和 Is WE DURUR = (0,00), k Æ h A Is 中 间 , EBE DM 
上 fx(z) < frY(z), 但 在 上 fx(z) > fy(z), 则 XX 和 YY 的 分 布 函 数 仅 交叉 一 次 

证 明 首先 由 假设 BIX] = ElY] 和 fx 半 fy, 可 以 得 到 分 布 函数 Fx 和 Fy 至 
少 交 叉 一 次 . 这 是 因为 如 果 Fx 和 Fy 不 相交 ， 则 由 定理 10.2.3 知 其 中 一 个 分 布 函 
数 必 在 随机 序 意义 下 大 于 另 一 个 ， 于 是 根据 注 10.2.7 得 到 均值 不 相同 在 0 点 的 
左边 和 在 oo 处 ， 两 个 分 布 函 数 差 等 于 0. 注意 到 概率 密度 或 概率 函数 表示 分 布 函 
TH SRB REE. 在 这 两 种 情形 下 ,两 分 布 函 数 差 首先 单调 递增 ,达到 一 个 
最 大 值 ， 接 着 单调 递 碱 ， 达 到 一 个 最 小 值 ， 最 后 再 单调 增 趋 于 0. 所 以 ， 存 在 一 个 
位 于 I 中 的 点 ,使 得 两 个 分 布 函 数 差 于 该 点 穿 过 z- wi, 因此 两 个 分 布 函 数 相互 交 
MK. v 

注意 在 离散 情形 ， 可 能 会 出 现 五 = [0,0] 或 h = [b,b]. 

例 10.3.3( 二 项 分 布 的 尾 轻 于 泊 松 分 布 ) 如 果 比 较 B(n,p) 与 Poisson(np) 分 
布 ,那么 我 们 知道 二 者 有 相同 的 均值 , 但 后 者 有 较 大 的 方差 . 这 是 否 意味 着 泊 松 分 
布 的 尾 重 于 二 项 分 布 ? 
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我 们 将 证 明 两 分 布 的 概率 函数 f(x) 和 9(z) 具有 定理 10.3.2 中 的 交叉 性 质 . 为 
此 , 我 们 证 明 两 个 概率 函数 的 比值 r(z) 先是 单调 增 , 再 单调 减 . 按 习惯 , 记 9 = 1 一 p， 
则 








(a) _ Oro nm) (ntl) nen 
"= ga) T apre nq? ers (0-2) 
现在 考虑 r(z) 相 邻 两 个 值 的 比 (z = 1,2,---): 
- oes = <1 当 且 仅 当 = > np+1 (10.3) 


BA SOM 9() 有 相同 均值 , 所 以 它们 至 少 交叉 两 次 . 但 这 结合 (10.3) 得 到 r(x) 两 
次 穿 过 水 平 线 1, 所 以 当 z 取 较 小 或 较 大 值 时 ，r(z) < 1; 而 当 r 取 值 接近 于 n+l 
时 ，r(z) > 1. 现在 ， 应 用 定理 10.3.2 得 泊 松 分 布 确实 比 二 项 分 布 有 较 厚 的 尾 、 V 

注 10.3.4( 较 重 尾 关系 不 具有 传递 性 ) ”很 容易 构造 随机 变量 X,Y 和 Z, 使 得 
Y 的 尾 重 于 X, Z HREF Y, 但 2 的 尾 并 不 重 于 X. 在 图 10.1 中 ，X 和 了 的 
分 布 函 数 交 叉 一 次 ， Y 和 2 的 分 布 函数 也 交叉 一 次 ， 但 X 和 2 的 分 布 函数 交 
叉 三 次 所以， 较 重 尾 不 是 一 个 好 的 序 概念 ， 序 关系 应 该 具有 传递 性 . 暂时 用 Su 
来 记 定义 10.3.1 中 的 关系 ， 我 们 按 如 下 方式 延伸 这 种 关系 到 一 对 变量 X 和 Z, 从 
而 使 延伸 后 的 关系 具有 传递 性 ， 存 在 随机 变量 序列 Yi, Ya, Yn 使 得 X <u Yi, 
Yj Su Yje 二 12,…,n 一 1 以 及 Yn Su Z. 按 此 方式 延伸 ， 得 到 关系 <tt 的 有 
限 传递 封闭 性 ， 从 现在 开始 我 们 称 之 为 间接 较 重 尾 关 系 . v 








> 


图 10.1 较 重 尾 传 递 性 的 反例 , H HEEF G, G 的 尾 重 于 F, 但 H 的 尾 并 不 重 于 下 


如 果 X 在 随机 序 意义 下 小 于 Y, 则 它们 的 分 布 函数 不 相交 . WR Y 的 尾 间 接 重 
F X, 则 可 以 证 明 停止 损失 变换 xx(d) = E[(X —d)4] 与 ry(d) 不 相交 . 由 归纳 法 ， 
.这 只 需要 对 Y 的 尾 直接 重 于 X 情形 加 以 证 明 即 可 . 在 后 情形 下 ，zy(d) -xx(d) 当 
d=0 时 为 0 (因为 XX 和 YY 的 均值 相等 ), 当 d 一 co 时 趋 于 0, IF ny (d) 0 (d) = 
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Fy(d)- Fx (d) 为 正 时 单调 增 ， SRR. 因此，Y 的 尾 重 于 X AMT Y 具有 
较 大 的 停止 损失 保费 . 

我 们 也 可 以 证 明 上 述 结论 的 道 命题 . 如 果 2 的 停止 损失 保费 比 X 的 大 ， 且 
E[X] = E[Z], 则 存在 一 个 可 能 无 限 的 分 布 函数 序列 连接 X 和 2, 序列 中 分 布 的 尾 
依次 较 重 . 

定理 10.3.5( 较 重 的 尾 与 较 大 的 停止 损失 保费 ) WR ELX] = El2Z] 和 xx(d) < - 
xz(d) 对 任意 d > 0 成 立 ， 则 存在 一 个 分 布 函 数 序列 {Fi Fo} 使 得 X ~ A, 
Z ~ limno Fn 且 序 列 中 分 布 的 尾 依次 较 重 . 

TA 当 2 取 有 限 个 值 时 ， 我 们 给 出 证 明 主要 步 又. 注意 到 2 的 分 布 函数 是 
阶梯 函数 ， 所 以 停止 损失 变换 是 分 段 线性 连续 凸 函数 ， 因 此， rz(d) 可 以 写成 


Tz(d) = max {rx (d), Aı (d), Ao(d),---, An(d)}, -00 < d < œ, (10.4) 
其 中 41,…, An 是 线性 函数 .现在 定义 以 下 的 函数 m() i= 1,2,---,n $1: 
mi(d) = max {rx (d), A1(d), Ao(d),--+, Ai_1(d)}, —00 < d < œœ. (10.5) 


这 些 函 数 可 以 证 明 是 停止 损失 函数 ， 对 应 的 分 布 函数 记 为 Fi = 1,2,…,n+1. 读 


者 可 以 验证 XX ~ F, Z ~ Fro, 且 Fi 的 尾 重 于 Fi, i = 2,3,…,n 十 1 (见习 题 
$10.3 第 11 题 ) 如 果 2 的 支撑 集 无 限 ， 那 么 我 们 必须 考虑 分 布 函数 Fa 在 依 分 布 
收敛 意义 下 的 极限 . ¥ 


对 于 停止 损失 保费 可 排序 的 两 个 随机 变量 ， 我 们 有 如 下 的 定义 . 

定义 10.3.6( 停 止 损失 序 ) WME X E 2 具有 较 小 的 停止 损失 保费 ， 则 称 X 
在 停止 损失 序 意 义 下 小 于 Z, 记 作 X <sr Z. v 

如 果 一 个 风险 变 其 2 在 停止 损失 序 意 义 下 大 于 另 一 个 具有 相同 均值 的 风险 X， 
我 们 后 面 称 Z 比 X 更 危险 . 注意 对 于 停止 损失 序 ， 不 必要 求 等 式 E[X] = EZ] 总 
成 立 . 当 E[X] < E[2] 时 ， 我 们 可 以 证 明 如 下 定理 . 

定理 10.3.7( 停 止 损失 序 的 分 离 定 理 ) ”如 果 X <sr 2Z 和 E[X] < E[2], 则 存 
在 一 个 随机 变量 Y 使 得 

1. 天 Eee 人 

2. Y <s, Z AI E[Y] = EZ]. 

证 明 。” 取 随机 变量 了 = max{X, b}, HH b > 0 的 选取 使 得 EIY] = EJZ), 则 了 
满足 要 求 ， 在 习题 810.3 第 12 题 中 ， 要 求 读者 给 出 证 明 . v 

随机 变 基 Y Æ <s 更 强 的 意义 下 分 离 了 X 和 Z. 习题 810.3 第 13 题 给 出 
了 另 一 个 类 似 的 分 离 定理 ， 其 中 随机 不 等 式 <s 和 Ss 的 次 序 与 上 面 定理 中 的 次 
FHER. 一 个 在 停止 损失 序 意义 下 比 X 大 的 风险 Z 之 所 以 不 引 人 注 意 , 是 因为 Z 
比 一 个 风险 Y EER, MY EAR X 随机 大 . 
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类 似 于 随机 序 ， 停 止 损 失 序 也 可 以 从 效用 的 角度 表示 为 一 群 明智 的 决策 者 面 
对 两 个 风险 时 的 共同 偏好 . 

定理 10.3.8( 停 止 损失 序 , 单 调 增 四 效用 函数 ) X <srY 当 且 仅 当 Elu( 一 X)] > 
Elu(—Y)] 对 任意 单调 增 叫 效用 函数 ul) 成 立 . 

证 明 ”根据 定理 10.3.7, 只 需 给 出 E[X] = EY] 情形 的 证 明 ， 而 这 又 是 后 面 定 
理 10.6.2 的 特殊 情形 ， 见 习题 810.3 第 17 题 . v 

所 以 , 停止 损失 序 表示 所 有 厌恶 风险 型 决策 者 的 共同 偏好 . 该 序 应 用 于 损失 变 
其 , 即 非 负 随机 变 基 , 如 果 两 个 一 般 的 随机 变量 具有 相同 的 均值 ， 且 对 于 任意 d 停 
止 损失 保费 有 一 致 的 大 小 关系 ， 则 这 两 个 变量 之 间 是 凸 序 关 系 ， 见 810.6. 作为 定 
理 10.3.8 的 推论 ， 两 个 变量 的 凸 函数 期 望 有 一 致 的 大 小 关系 . 因为 当 a > 1 时 函数 
ze 是 凸 的 ， 所 以 EIX] < E[Y*), k= 1,2,…. 特别 ， 当 均值 相同 时 ， 一 个 危险 性 
较 高 的 风险 有 较 大 的 方差 . 但 如 果 X 和 Y 的 均值 不 等 ， 该 结论 是 不 成 立 的 . 一 个 
简单 的 反例 是 ，X ~ Bernoulli(}), Y = 1. 

除了 随机 序 和 停止 损失 序 以 外 ， 还 有 一 个 从 期 望 效 用 模型 中 导出 的 有 用 的 序 
概念 . 
定义 10.3.9( 指 数 序 ) ”如 果 对 任意 a > 0, 所 有 使 用 风险 厌恶 系数 为 a 的 指 
数 效用 函数 的 决策 者 皆 偏 好 损失 X EF Y, 则 称 X 在 指数 序 意义 下 小 于 Y, 记 作 
X SY. v 

注 10.3.10( 指 数 序 与 停止 损失 序 ) BIR, X <。Y 等 价 于 X 的 矩 母 函 数 在 
区 间 (0,00) 上 小 于 Y 的 矩 母 函数 . 风险 间 指数 序 的 一 个 充分 条 件 是 停止 损失 序 ， 
因为 当 上 > 0 时 es 于 [0, co) 上 是 凸 函 数 ， 所 以 B[etx] < Ele] 对 任意 上 > 0 成 
X. 这 也 可 以 从 效用 角度 考虑 ,因为 指数 序 表示 那些 对 待 风险 的 态度 与 拥有 财富 额 
独立 的 一 类 决策 者 的 共同 偏好 .这 一 类 决策 者 的 群体 小 于 停止 损失 序 所 对 应 的 决 
策 者 群体 事实 上 ， 存 在 一 对 随机 变量 满足 指数 序 ， 但 不 满足 停止 损失 序 ， 见 习题 
§10.4 第 10 题 . v 

类 似 于 随机 序 , 停止 损失 序 也 有 一 些 不 变性 . 如 果 把 一 个 模型 中 的 一 个 特殊 项 
用 一 个 更 危险 的 项 取代 ,那么 通常 能 得 到 一 个 停止 损失 序 的 结果 . 在 精算 中 ,一 个 
序 能 否 在 复合 运算 下 保持 不 变 是 很 重要 的 . 首先 , 我 们 证 明 在 一 个 停止 损失 序 两 边 
同时 加 上 一 个 独立 随机 变量 ， 或 取 混 合 运算 ,该 序 性 质保 持 不 变 . 

定理 10.3.11( 停 止 损失 序 卷 积 封闭 性 ) MRAR X 和 了 满足 X <s Y, H 
风险 Z WEF X A Y, MW X+Z Ss Y +Z. 进一步 , 如果 Sn 是 X 的 n 个 独立 
ENZA, Th 是 了 的 ni 个 独立 拷贝 之 和 ， 则 Sp <sr Tr. 

证 明 ”第 一 个 随机 不 等 式 可 以 利用 如 下 关系 式 加 以 证 明 : 


E(X+Z-a)4]= J * EX + z- d)4]dFz(2). (10.6) 
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多 次 应 用 第 一 个 不 等 式 可 以 得 到 第 二 个 不 等 式 . v 
定理 10.3.12( 停 止 损失 序 混 合 封闭 性 ) BORK F, 和 Gy 对 任意 y 满足 
Fy Ssi Gy, U (y) 是 一 个 分 布 函数 ,并 记 F(z) = fy Fy(x)dU(y), G(x) = fg Gy(2)dU (y). 
W F Sst G. 
证 明 下 的 停止 损失 保费 等 于 


[n-ro f fi- [rave] a 
= [7 [0-remmes [ [n-ro ao 


由 此 立即 得 证 F <sL G. v 
推论 10.3.13( 有 序 变量 的 混合 ) ”以 下 的 结论 可 以 从 定理 10.3.12 中 立即 得 到 ， 

1. 如 果 Fn(z) = Pr[X < zlw =n], Gn(z) = PrlY < zlN = n), BIHER n A 
Fn Sst Gn, 则 取 U(-) 为 N 的 分 布 函数 得 X <srY. 事件 N =n 可 表示 某 个 理赔 
的 特征 . 

2. 特别 取 Fn(z) = F*", Gn(z) = G*", 其 中 下 和 G 分 别 为 单一 理赔 X M Y; 
的 分 布 函 数 . 如 果 F Sst G, W Xi 十 … 十 XN Ssi Yi + +Y. 因此 ,停止 损失 
序 在 复合 运算 下 是 封闭 的 . 

3. 如果 A 是 一 个 结构 变量 ， 具 有 分 布 函数 U, 给 定 事件 A = A, X ~ 及 和 
Y ~ Ga, WU Fa Sst Gy HEH A REAN X <s Y. 

4. 设 Fa 为 退化 随机 变量 E[X|A = 和 的 分 布 函数 ， GA 为 给 定 A =A, X HY 
条 件 分 布 函 数 . 则 易 知 Fy <sr Ga. 函数 Sy Fa(x)dU(A) 是 随机 变量 E[X|A] 的 分 
布 函数 ,而 fy Gs(z)dU(A) 是 X 的 分 布 函 数 . 因此 EXIJA) Ssi X 对 所 有 的 X 和 
A 皆 成 立 ， 一 个 随机 变量 的 条 件 均值 危险 性 总 是 小 于 原 随机 变量 . v 

可 见 ,在 停止 损失 序 意义 下 ,如 果 一 个 复合 和 中 每 项 替换 成 较 大 的 ， 则 复合 和 
也 相应 变 大 . 当 复合 中 理赔 次 数 M 替换 成 在 停止 损失 序 意 义 下 较 大 的 N 时 , 相同 
的 结论 也 成 立 ， 但 证 明 要 稍 困难 些 ， 因此， 我 们 先 考虑 一 个 特殊 的 情形 ， 取 M ~ 
Bernoulli(q), E(N) > q. 按 习 惯 ， 当 n= 0 时 ， 定 义 Te zi 0 

定理 10.3.14( 与 一 个 更 危险 的 理赔 次 数 复合 , 1) ”如 果 M ~ Bernoulli(g), N 
为 一 个 记 数 随机 变量 满足 EN] > q, E Xi X2,… 是 风险 X 的 独立 拷贝 ， 则 


MX <sL Xi + Xo4+---+ Xy. (10.8) 
证 明 ”首先 证 明 对 每 个 d > 0, 下 面 事 件 概 率 1 成 立 : 


(Xr +--+ Xn dt > (Xi ~ dg te + (Xn — d)+. (10.9) 
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这 只 要 考虑 上 式 右 端 非 零 情形 . 不 妨 设 右 端 第 一 项 为 正 ， 因 为 Xi > 0, i = 1,2,…， 
所 以 (10.9) 中 前 两 个 ()+ 算 子 符号 可 以 去 掉 ， 即 (10.9) 此 时 等 价 于 


Xa+ t Xn > (Xa —d)+ tot (Xn — Day (10.10) 


而 这 当 Xi > 0, i = 2,3,… 时 对 任意 d > 0 总 是 成 立 的 . 记 gn = Pr[V = n), 利用 
(10.9) 得 对 任意 d > 0, 


El(X1+ X2 十 … 十 XN —d)+] 


co 
= Yo mBl(Xi + Xo +--+ + Xn —d)+] 


n=1 


> Sgn BLK: = d+ + (X2 ++ 
= DngnEl(X ~ d)4] > 4E[(X - d)+] = BMX- dH (011) 
n=1 


最 后 一 个 不 等 式 成 立 是 因为 由 假设 条 件 知 并 ndn > q v 

定理 10.3.15( 与 一 个 更 危险 的 理赔 次 数 复合 , 2) ”如 果 记 数 随 机 变量 M AN 
满足 M <sr N, Xi1,X2,… 是 风险 X 的 独立 拷贝 ， 则 X+ X++ XM Sst 
Xit X++ Xn. 

证 明 这 内需 证 明 faln) = E[(Xi + + Xn 一 d)+] 是 关于 n 的 单调 增 凸 函 
数 ， 因 为 若 此 性 质 成 立 ， 则 根据 定理 10.3.8 得 E[fa(M)] <sr Elfa(N)] 对 所 有 4d 成 
X, BA Xi 十.… 十 XM <sL XI 十 … 十 XN, 因为 Xn+l > 0, 显然 有 faln+1) > faln), 
所 以 faln) 单调 增 . 为 证 凸 性 ,我 们 需 证 明 fa(n+2) 一 fa(n+1) > faln+1)- faln) 
对 每 个 ” 成立. 通过 对 随机 变量 Xni, Xni2 和 3 = Xi 十 Xz 十 … 十 Xn 取 期 望 ， 
可 知 为 证 上 不 等 式 成 立 ， 只 需 证 明 对 所 有 d > 0 和 zi >0,i=1,2,---,n +2, 


(8 + tnt1 + 2n42 — d)+ — (S + 2n41 — d)+ > (8+ 2n42 — d)+ —(s—d)4 (10.12) 


成 立 ， 其 中 s = zl + zz t+ + oq. 如 果 (10.12) 中 间 两 项 为 0, 则 最 后 一 项 也 为 0， 
人 如 果 (10.12) 中 间 两 项 中 至 少 有 一 项 为 正 ， 不 妨 设 含 zn+1 的 一 项 为 

， 则 (10.12) 左边 第 一 项 为 正 ， 且 当 s > d 时 左右 两 边 相等 , 当 s <d Hia 
e eA 

结合 定理 10.3.12 和 10.3.15 BA: 如 果 在 停止 损失 序 意义 下 理赔 次 数 ， m 
额 大 小 分 布 或 二 者 同时 替换 为 较 大 的 ， 则 复合 和 会 变 得 更 危险 . 

注 10.3.16( 泛 函 不 变性 ) ”类 似 于 随机 序 (见习 题 810.2 第 8 题 ), 停止 损失 序 
也 有 泛 函 不 变性 . 事实 上 ， 如 果 f(-) 和 o) 是 非 降 凸 函数 ， 则 复合 函数 vo f 也 
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是 非 降 凸 的 ， 于 是 立即 得 到 X <sr Y 蕴涵 f(X) <sr SY). 该 结论 对 两 类 最 重要 
的 再 保险 成 立 : 超额 损失 再 保险 (f(z) = (z 一 d)+), 比例 再 保险 (f(z) = az, 其 中 
a>0). v 


810.4 应 用 


本 节 将 给 出 风险 排序 理论 在 精算 中 的 几 个 重要 应 用 . 

例 10.4.1( 个 体 与 聚合 模型 ) 83.7 描述 了 如 何在 个 体 风险 模型 中 ， 把 第 i 个 
保单 理赔 替换 为 与 之 独立 同 分 布 的 Ni 个 保单 理赔 之 和 ， 从 而 导出 聚合 模型 ， 其 中 
N; ~ Poisson(1), 见习 题 $3.7 第 3 题 . 在 定理 10.3.14 PR q = 1, 可 以 立即 看 到 我 
们 事实 上 把 每 份 保单 的 理赔 替换 为 危险 性 更 大 的 一 个 随机 变量 . 因此 , 如 果 把 所 有 
这 些 假设 为 相互 独立 的 保单 加 起 来 , 那么 对 于 这 个 总 体 的 组 合 来 说 , 其 总 理赔 分 布 
的 危险 性 更 大 ， 这 是 因为 停止 损失 序 对 于 卷 积 运算 是 封闭 的 ( 见 定理 10.3.11). 

作为 经 典 聚 合 模型 的 一 个 替代 , 注 3.7.2 引入 了 开放 的 聚合 模型 . 若 保单 i 的 
理赔 额 是 bi 其 中 b: 是 固定 的 风险 值 ， 到 ~ Bernoulli(g:), 则 该 保单 在 聚合 模型 
中 所 对 应 的 项 是 Mibi, 其 中 Mi ~ Poisson(qi); 而 在 开放 的 聚合 模型 中 ， 此 项 变 为 
Nibi, 其 中 Ni ~ Poisson(t;), ti = 一 log(1 — qi). 注意 到 I; <s Ni, 所 以 在 开放 模型 
中 ， 每 个 保单 已 被 替换 为 复合 Poisson 分 布 ， 该 复合 分 布 对 应 的 理赔 次 数 变量 随机 
大 于 个 体 模型 中 每 个 保单 的 理赔 次 数 变量 . 因此 ,开放 模型 不 仅 对 于 厌恶 风险 型 的 
决策 者 来 说 不 具备 什么 吸引 力 ， 甚 至 对 于 所 有 使 用 单调 增 效用 函数 的 决策 者 群体 
来 说 ,也 没什么 吸引 力 . 同样 ， 对 于 这 一 决策 者 群体 来 说 ,他 们 更 偏好 于 经 典 的 聚 
合 模型 甚 于 开放 模型 . 在 个 体 模型 和 聚合 模型 之 间作 选择 的 话 ， 某 些 决策 者 可 能 会 
选择 后 者 ， 显 然 ， 这 些 决策 者 不 总 是 厌恶 风险 的 . v 

例 10.4.2( 破 产 概率 与 调节 系数 ) 84.7 给 出 了 非 破产 概率 1- %(u) 可 以 写 为 
复合 几何 随机 变量 工 = Ly + Lo +--+ Lay 的 分 布 函数 ， 其 中 M 服从 参数 p 的 几 
何 分 布 ， 代 表 盈 余 的 低 记录 值 次 数 ， 志 代表 相 邻 两 个 盈余 低 记 录 值 的 差 ， 世 表示 
最 大 累积 损失 .由 (4.50) 和 (4.51) 得 


0 


p00) 


fio) =P y>0. (10.13) 
这 里 9 是 相对 安全 附加 系数 ，P(y) 是 破产 过 程 中 的 理赔 额 大 小 分 布 ， 现 在 ， 假 设 
用 分 布 函数 Q 取代 P, 这 里 已 <sr Q HQ 和 PP 的 均值 相等 ， 由 于 分 布 9 的 停止 
损失 保费 大 于 分 布 P 的 停止 损失 保费 ， 所 以 由 (10.13) 显然 可 见 ， 当 P FQ 取代 
之 后 , 概率 Pr[L >u SEK. 这 就 意 际 着 ,我 们 得 到 了 一 个 新 的 复合 几何 分 布 ,其 
几何 分 布 参数 p 不 变 (这 是 因为 m 和 6 不 变 ), 但 复合 和 中 的 每 一 项 L 随机 地 变 
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大 ,这 就 使 得 L 的 分 布 函 数 变 小 ， 从 而 破产 的 概率 更 大 . 注意 , KEP AQ 的 均 
值 相同 是 关键 ， 它 保证 了 p 保持 不 变 ， 且 随机 变量 Li 随机 增 大 . 

现在 ， 进 一 步 假设 用 分 布 函数 R 葵 换 理赔 额 大 小 分 布 8, 其 中 Q <st R, 而 保 
AKF c 维持 不 变 . 这 就 意味 着 我 们 用 另 一 个 过 程 代替 这 个 破产 过 程 ,新 过 程 单位 
时 间 收 取 的 保费 以 及 理赔 次 数 过 程 与 原 破产 过 程 的 对 应 相同 , 但 理赔 额 变 “ 大 ”. 由 
TE 10.2.4, 不 失 一 般 性 , 我 们 认为 每 一 次 理赔 以 概率 1 取 较 大 的 值 , 而 不 是 随机 大 . 
这 样 做 的 结果 是 ， 在 任意 时 刻 t, 新 的 盈余 UR(t) 以 概率 1 RRR Volt). 这 
也 就 列 涵 了 对 于 破产 概率 ， 我 们 有 ya(u) > yolu). 可 能 发 生 的 情况 是 在 R- 过 程 
中 发 生 破 产 ， 但 在 Q- 过 程 中 不 会 . 考虑 分 离 定 理 10.3.7, 当 RRP A P< R 
时 ， 我 们 总 可 以 找到 一 个 界 于 已 和 尽 之 间 的 分 布 Q, 其 均值 等 于 P 的 均值 ， 且 有 
P Sst Q Sa R. 由 此 可 见 ， 只 要 把 理赔 额 分 布 替 换 为 在 停止 损失 意义 下 更 大 的 分 
布 ， 那 么 对 于 任意 的 初始 资本 u 破产 概率 都 会 变 大 . 

从 图 4.2 可 以 直接 看 到 ， 当 理赔 额 的 矩 母 函 数 被 一 个 在 (0,co) 上 更 大 的 随机 
变量 的 甜 母 函 数 所 取代 时 ， 对 应 的 调节 系数 RR 将 变 小 ， 当 把 理赔 额 分 布 符 换 为 在 
指数 序 意义 下 更 大 的 分 布 时 ， 情 况 也 是 如 此 ( 见 注 10.3.10). 把 理赔 额 分 布 替换 为 
在 停止 损失 序 意义 下 更 大 的 分 布 ， 破 产 概率 会 增 大 . 但 要 使 Lundberg 指数 上 界 变 
大 ， 换 为 指数 序 意义 下 更 大 的 分 布 就 可 以 了 . 

我 们 已 看 到 , 在 停止 损失 序 意义 下 更 大 的 理赔 会 导致 更 大 的 破产 概率 . 相 比 之 
下 ,， 较 弱 一 些 的 指数 序 并 不 能 推出 这 个 结论 . 为 给 出 反例 ,首先 注意 到 存在 这 样 的 
一 对 满足 指数 序 的 随机 变量 ， 其 均值 和 方差 都 分 别 相等 、 例 如 Pr[X = 0,1,2,3] = 
5:03, MY ~3—X, RIE §10.4 第 10 题 . 现在 ， 如 果 yx(u) < wy(w) 对 于 所 
有 的 成立, 且 严 格 不 等 号 对 某 个 u 成 立 , 那么 最 大 的 总 损失 Lx 和 Ly 分 布 函 数 
不 会 相交 ， 因 此 Lx <st Ly. 这 就 草 涵 了 E[Lx] < ElLY]. 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 


BE = FIM = EIM) f EUX -aaz/ EIX] 
= Bia) LBIx] / EIX] 
= ELM] Jew’ / E\Y] =-- = EļLy]. (20.14) 


如 果 这 两 个 破产 概率 函数 相等 ， 那 么 Lx 和 Ly RBS, AT LO 和 
LEO 的 矩 母 函 数 也 相等 ， 见 (4.55). 再 由 (4.51), 理赔 额 分 布 也 是 相等 的 . v 

例 10.4.3 SPA ERATE) EAER A MR RA 
重要 模型 ， 例 如 汽车 损失 险 ， 见 第 8 章 .给 定 两 个 参数 分 别 为 (ao, gu) 和 (al, 81) 
的 仰 玛 分 布 ， 很 容易 比较 其 均值 和 方差 . 但 是 ,对 于 这 样 的 两 个 分 布 ， 能 否 进一步 
的 判断 它们 之 间 的 排序 关系 ， 如 某 种 屁 概 率 或 停止 损失 保费 ? 
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通常 ， 当 我 们 考虑 伽 玛 分 布 时 ， 总 是 会 想到 其 密度 函数 图 像 是 众 数 为 正 值 且 
单 峰 的 ， 看 起 来 有 点 像 倾斜 的 正 态 密 度 函数 图 形 . 但 如 果 形状 参数 a = 1, 我 们 就 
得 到 指数 分 布 ， 其 密度 函数 单 峰 且 众 数 为 0. Tla, b) 的 众 数 为 (a - 1)+, 其 偏 度 为 
2/Va. H, WBA a < 1 时 其 偏 度 大 于 指数 分 布 ， 有 较 大 的 尾 概率 . 

从 合 玛 分 布 的 矩 母 函数 亚信 a 8) = (1—t/8)-* 出 发 ， 可 以 证 明 伽 玛 随机 变量 
关于 a 是 可 加 的 . 因为 m(t; a, 8)m(t; az,8) = m(t;a1 + a2, A), FAWR X M Y 
是 相互 独立 的 伽 玛 随机 变量 ， 并 且 具 有 共同 的 参数 8, 那么 X AY 的 和 也 是 一 个 
MERER. 如果 X ~ (a, 8), 则 由 Efe] = (1 -br 得 6XKwT(aD, 从 
这 个 意义 上 看 ， 伽 玛 分 布 对 于 刻度 参数 8 来 说 ,是 可 相 乘 的 . 由 这 两 个 性 质 ,立即 
可 以 得 到 : D(a, 6) 随机 变量 当 a 用 ate 来 替换 时 变 “OK”, 而 当 B 替换 为 8(1 +e) 
BYE “小”, 其 中 e> 0. 因此 ， 伽 玛 分 布 关 于 这 两 个 参数 在 随机 序 意义 下 具有 单调 
性 ， 见 习题 810.2 第 2 题 . 

现在 比较 Flat,5) 与 T(ao, Go) 分 布 , 已 知 它们 的 均值 相等 , 即 a1/B; = ao/6o. 
War < ao, 则 也 有 A, < Po. 通过 研究 伽 玛 分 布 的 密度 函数 ， 我 们 将 证 明 方 差 更 大 
的 分 布 ， 其 危险 性 更 高 , 这 个 结论 成 立 的 一 个 充分 条 件 是 这 两 个 密度 函数 恰好 交叉 
两 次 . 考虑 这 两 个 密度 函数 的 比值 (其 中 符号 x 表示 正比 于 , 即 该 符号 的 左右 两 边 
相差 一 个 不 依赖 于 d 的 常数 乘积 因子 ) 

Tey le A= 
whe? FRY 0 < > < 几时 为 正 ， 而 当 zx > yp 时 为 负 ， 所 以 比值 (10.15) 穿 过 
任意 水 平 线 至 多 两 次 . 注意 到 因为 两 个 密度 函数 有 相同 的 均值 ,所 以 两 者 间 不 存在 
随机 序 关系 ， 这 就 意味 着 它们 的 相交 次 数 必须 大 于 1. 因此 ， 它 们 恰好 相交 两 次 ， 
这 表明 其 中 的 一 个 随机 变量 比 另 一 个 随机 变量 更 危险 .通过 进一步 观察 哪个 密度 
函数 在 何 处 比 另 一 个 密度 函数 大 ,可 以 找 出 危险 性 更 大 的 随机 变量 . 但 这 里 我 们 已 
经 知道 哪 一 个 随机 变量 的 危险 性 更 大 ， 因 为 这 个 危险 性 更 大 的 随机 变量 必然 是 方 
差 较 大 的 一 个 ， 对 应 的 参数 为 on, Pi. 

可 以 得 出 这 样 的 结论 ， 在 (a, 6) 平面， 从 (ao, Bo) 出 发 沿 着 对 角 线 往 原点 走 ， 
参数 对 应 的 分 布 危险 性 递增 . 从 图 10.2 也 可 以 看 到 ,如 果 从 点 (ao,6o) 出 发 ， 先 沿 
着 对 角 线 朝 原点 方向 移动 至 某 点 ， 再 向 右 或 向 下 移动 可 以 到 达 点 (ap), 则 (a, 6) 
对 应 分 布 在 停止 损失 序 意义 下 较 大 ， 因 为 这 个 分 布 随机 大 于 一 个 危险 性 高 于 参数 
(ao, Bo) 对 应 的 分 布 ， 从 图 10.2 可 以 看 到 ， 位 于 (ao,6o) 右 下 方 四 分 之 一 区 域 参数 
所 对 应 的 分 布 随机 大 于 T(ao, Bo); 位 于 (ao, bo) 左上 方 的 四 分 之 一 区 域 参数 所 对 应 
的 分 布 随机 小 于 了 (ao, 80) ; 位 于 (a0, Ao) 左下 方 对 角 线 之 下 的 八 分 之 一 区 域 所 对 
应 的 分 布 在 停止 损失 序 意义 下 大 于 (ao, 60); 而 左下 方 的 对 角 线 之 上 的 八 分 之 一 区 
域 所 对 应 的 分 布 ， 其 均值 较 之 了 (ao, Po) 更 低 ， 但 当 d> co 时 停止 损失 保费 较 之 


za0e-(P1-bo)s = (zhe-z) -Po. (10.15) 
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T(ao, bo) 为 更 高 . 后 者 可 以 通过 两 次 应 用 洛 比 达 法 则 得 出 . 因此 ， Opie 
者 对 风险 决策 有 不 同 的 意见 ， 见 习题 810.4 第 8 题 . 








0 


oa 


图 10.2 D(a, 8) 分 布 的 序 ， 箭头 方向 表示 在 《sz 序 意义 下 单调 增 


例 10.4.4( 最 优 再 保险 ) ”定理 1.4.1 已 证 明 , 对 于 所 有 赔偿 额 均值 相等 的 再 保 保 
单 来 说 ,停止 损失 再 保险 形式 使 得 保险 人 自 留 风险 的 方差 达到 最 小 . 假设 损失 等 于 随 
机 变量 六 ,车 采用 停止 损失 再 保险 形式 , 则 保险 人 的 自 留 风 险 为 2 = X- (X 一 d);; 
若 采 用 其 它 再 保险 形式 1(X), 则 保险 人 的 自 留 风 险 为 Y = X-IX). MER 
E\Y] = E[Z), 欲 比较 Y 和 2 的 分 布 函 数 . 假设 函数 7(.) 非 负 ， 则 Y < X 成 立 ， 
因此 Fy(z) > Fx(z) 对 于 所 有 的 z > 0 成 立 ， 进 一 步 ， 注 意 到 Z = min{X, d}, 所 
以 当 z <d 时 有 Fz(z) = Fx(z), 当 z>d 时 Fz(z) =1. BR, ZA Y 的 分 布 函 
数 恰 好 于 d 点 交叉 一 次 ， 所 以 Y 的 危险 性 较 高 ， 即 Z <s Y. 

由 此 可 得 出 很 多 结论 ， 首先 ， 对 于 每 一 凹 的 递增 效用 函数 v(.), 有 Eulz) 
> Elu(—Y)]. 特别 ， Var[Y] > Var[2], 于 是 定理 1.4.1 TERAN 我 们 还 可 以 
得 到 , 对 于 单独 的 理赔 , 超额 损失 再 保险 比 与 之 均值 相等 的 任何 形式 再 保险 都 更 有 
效 . 注意 这 些 结论 的 成 立 关 键 要 依赖 于 一 个 前 提 : 不 同 再 保 形式 的 保费 数量 仅 依赖 
于 理赔 额 的 均值 . v 

“ 例 10.4.5( 在 停止 损失 序 意义 下 更 大 的 理赔 是 否 需 要 更 多 的 保费 ? ) MEH 
RX 在 停止 损失 序 意 义 下 小 于 Y, 那么 所 有 厌恶 风险 型 决策 者 都 偏好 于 损失 X. 
这 是 否 意味 着 X 所 对 应 的 保费 就 偏 低 呢 ? 

令 人 吃惊 的 是 , 这 个 问题 的 答案 不 总 是 肯定 的 . 例如 , 考虑 标准 差 保费 准则 ( 见 

第 5 章 ), X 的 保费 为 x[X] = E[X] +a/Var[X]. m X ~ Bernoulli(3), Y = 1, 而 
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a > 1, 则 尽管 Pr[X < 7]=1, 但 XX 对 应 的 保费 大 于 Y 对 应 的 保费 . 
零 效用 保费 ， 包 括 指 数 保费 ， 都 遵循 停止 损失 序 关系 . 为 证 明 此 结论 ， 注 意 到 
风险 X 的 保费 x[X] 可 通过 求解 效用 均衡 方程 (1.11) 得 到 ， 亦 即 


Elu(w + 7[X] — X)] = u(w). (10.26) 


此 处 效用 函数 u(-) 是 厌恶 风险 型 的 ， w 是 当前 财富 .如果 X <sr Y, 则 Elu(w + 
A"[Y] — X)| > Elu(w +x[Y] - 2)] = u(w). 因为 Elu(w+P-X) 关 于 P TN, 
H E[u(w +7[X] ~ X)] = u(w), 所 以 r[X] < a[Y]. 

例 10.4.6( 泊 松 分 布 的 混合 ) 第 7 章 在 风险 参数 非 齐 次 性 的 假定 之 下 ， on 
合 泊 松 分 布 为 汽车 保险 理赔 次 数 建 模 . 例如 ,从 (7.53) 中 可 以 看 到 估计 出 的 结构 函 
数 是 以 为 均值 , 但 我 们 可 以 用 不 同 于 (7.54) 的 方法 估计 参数 a. 如 果 结 构 分 布 用 
一 个 危险 性 更 高 的 分 布 代替 ， 则 模型 的 不 确定 性 会 增加 . 这 样 所 得 到 的 边际 理赔 次 
数 分 布 是 否 也 是 在 停止 损失 序 意义 下 更 大 呢 ? 

这 个 问题 的 部 分 答案 可 以 由 前 面 提 过 的 一 些 事实 来 解释 ， 首先， 由 例 3.3.1 知 
泊 松 分 布 的 伽 玛 混合 结果 是 一 个 负 二 项 分 布 ， 习 题 810.3 第 9 题 给 出 ， 负 二 项 分 
布 在 停止 损失 序 意义 下 大 于 均值 与 之 相同 的 泊 松 分 布 ， 因 此 ， 泊 松 分 布 的 FT(a, B) 
混合 在 停止 损失 意义 下 大 于 均值 为 上 = 0/8 的 泊 松 分 布 ， 为 给 出 更 一 般 的 解答 ， 
首先 引入 一 些 记号 . 假设 结构 变量 为 A;,j = 1,2, 且 给 定 A; = 和 时 ， 随 机 变量 
Nj 具有 Poisson(A) 分 布设 Wi 为 Ai 的 分 布 函 数 . 我 们 欲 证 明 Wi <sr We Ai 
涵 Ni Ssi No. 为 此 ， 引 进 函 数 fa( 和 ) = 已 [GMA — d)4.], 其 中 My ~ Poisson(A). W 
Ni Sst Na 当 且 仅 当 Elfa(Ar)] < E[fa(A2z)] 对 任意 d 成 立 .因此 ， 剩 下 要 做 的 就 
是 证 明 函 数 fa( 和 ) 是 单调 增 凸 函数 ， 即 证 £100) 非 负 且 关于 和 单调 增 .这 个 证 明 是 
很 直接 的 : 





d à” Ar- e-> Ar -À 
-0 
= fa-1(A) 一 aef [1 — Fm, (t)]dt. (10.17) 


最 后 一 个 表达 式 非 负 ， 且 关于 和 单调 增 ， 因 为 当 和 < jp 时 有 MA Sa My v 
例 10.4.7( 风 险 的 分 散 ) ”假设 一 个 投资 者 可 以 把 资金 1 投资 于 ”种 可 能 的 基 
金 ， 这 些 基金 每 股 产生 id 的 收益 Gi. 如 果 投 资 目标 是 使 期 望 效 用 最 大 ， 那 么 从 基 
金宇 购买 份额 pi 应 该 如 何 选择 ? 
假定 财富 的 效用 是 通过 风险 厌恶 型 函数 ul) 来 衡量 .我 们 欲求 解 如 下 带 约束 


的 优化 问题 : 
E fe (Ze]| 满足 》 Pi =1. (10.18) 
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以 下 证 明 pi = ,i = 1,2,…,n, 是 最 优 的 . 为 此 ， 记 A= iG. 利用 对 称 性 及 
L; BIGi|4] = E[D; Gil A) = nA, 可 得 E[Gi|4] = A. 这 蕴涵 了 





E [= piGilA| = >> p:E[G:|A] = Do pA = A. (10.19) 
根据 推论 10.3.13(4), 得 E[D; piGi|4] <sr 已 [> ;piGi]. HAX ul) 是 四 函数 ， 所 以 当 
Pi 二 二 ,i 二 1,2,…,n, BY, (10.18) 达到 最 大 . v 


 10.4.8(Rao-Blackwell 定理 ) “条 件 均值 E[Y |X] 的 危险 性 小 于 Y” 这 一 结 
论 是 Rao-Blackwell 定理 的 理论 基础 . 该 定理 可 以 在 数理 统计 教科 书 中 找到 ， 意 思 
EMR Y 是 某 个 参数 的 无 偏 估计 ， 则 已 [YIX] 是 一 个 更 好 的 无 偏 估计 ， 此 处 假定 
EY |X] 是 一 个 统计 量 ， 即 不 含 未 知 参数 ， 在 事件 X = > E, Y 的 条 件 分 布 的 概 
率 质 量 堆 积 于 条 件 均值 BIY|X = z] 附近 ， 使 得 发 散 程度 变 低 ， 因 而 是 一 个 较 好 的 
估计 量 . V 
注 10.4.9( 多 个 相同 风险 的 变换 ) ”考虑 一 个 iid 风险 序列 X1,…, Xn 和 非 负 
函数 pi, i = 1,…,n. 则 可 以 证 明 


DAK) <a DaX) 其 中 ple) = 1 ate). (10.20) 
i=l i=l i=l 
该 不 等 式 表明 , 给 定 相同 的 风险 并 对 每 个 风险 作 变 换 ， 为 使 变换 后 风险 之 和 危险 性 
较 低 ， 应 该 对 所 有 的 风险 作 相 同 的 变换 .为 证 (10.20), 以 V 和 W 分 别 记 (10.20) 


中 右 端 和 左 端的 随机 变量 ， 先 证 W = E[V|W), 然后 应 用 结论 E[V|W] <s V 即 可 
( 见 推论 10.3.13(4)). BR, 


E be pi(Xi) cx =》 pm $i Saa] : (10.21) 
i=l 一 1 i=1 k=1 1=1 


由 对 称 性 ， 在 上 式 右 端 把 X; 换 成 任意 X; 结论 依然 成 立 .因此 




















Sef = | =} E + ax) DE DE . (10.22) 
i=l =! t=1 i=1 jal k=1 S t=1 
最 后 一 个 表达 式 可 写成 
leh Eao E ) Siac] = ED p(X) = P(X). (10.23) 
i=l k=1 l=1 k=1 l=1 1=1 





于 是 证 得 W = E[V|W], 所 求 的 停止 损失 不 等 式 (10.20) 由 推论 10.3.13 立即 得 到 . 
v 
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È 10.4.10( 大 数 律 与 停止 损失 序 ) BAGH, HEREA u 方差 为 
o? 的 id 观察 值 序列 Xi, X2,… ~ X, 样本 均值 Xn = i Dia Xi BF p, 即 对 
任意 a>0 和 5>0, 当 n>o?/e25 时 ， 有 


Pri[Xn -y| <e]>1-6. (10.24) 
在 停止 损失 序 意 义 下 ， 可 以 证 明 
X1 >sL Xz >sL + >sL p. (10.25) 


因此 具有 共同 均值 4 的 样本 均值 Xn 其 危险 性 单调 递减 . 4n 一 co 时 ， 停 止 
损失 保费 El(Xn 一 d)+] 收敛 于 (u - 四 +, 而 后 者 是 退化 随机 变量 p 的 停止 损失 保 
费 ， (10.25) 的 证 明 从 注 10.4.9 中 立即 得 到 ， 只 要 取 pi(z) = =25,6=1,---,n-1; 
pn(z) = 0, 进而 有 B(x) = =. Vv 


§10.5 不 完全 信息 


本 节 研 究 ， 当 对 风险 Y 的 分 布 Fy(-) 仅 有 有 限 信息 时 ， 如 何 确定 免 赔 额 为 4 
的 停止 损失 保费 . 通常， 可 以 根据 过 去 的 经 验 、 保 单 情 况 或 由 经 营 的 特定 再 保险 业 
务 ， 确 定 该 风险 的 一 个 实际 的 上 限 、 因 此 ， 本 节 假 设 对 于 理赔 Y, 我 们 已 知 其 上 限 
b, 并 且 假定 对 其 均值 上 或 有 时 方差 o? 有 一 个 好 的 估计 .有 时 这 些 值 在 再 保险 条 款 
中 是 事先 规定 好 了 的 . 可 以 想像 得 出 , 我 们 由 情景 分 析 已 推出 均值 和 方差 . 例如 ， 
根据 有 关 反 映 灾 难 性 洪水 和 风 风 发 生 次 数 的 模型 ， 可 以 算出 理赔 支付 的 样本 均值 
和 样本 方差 .精算 师 不 仅仅 只 是 一 位 统计 工作 者 ， 他 们 在 利用 这 些 数据 计算 保费 
时 , 是 基于 最 坏 的 情况 来 考虑 的 ， 即 给 定 u, o? AER b, 选择 这 样 的 分 布 使 其 停止 
损失 保费 尽 可 能 达到 最 大 . 

例 10.5.1( 分 散 和 集中 ) ”具有 给 定 上 限 5 和 均值 上 的 风险 Y 类 ,含有 一 个 最 
危险 的 元 素 Z, Z 是 如 下 定义 的 : 


Pr[Z = 日 =1- PrlZ = 0) = $- (10.26) 


该 随机 变量 2 有 均值 x 和 上 限 b, 因此 它 属于 所 有 风险 Y 组 成 的 一 个 类 ， 显 然 ， 
如 果 Y 也 属于 这 个 风险 类 ， 则 Y 与 Z 的 分 布 函数 恰好 交叉 一 次 ( 见 图 10.3), A 
此 Y <sr Z. 2 的 分 布 可 以 通过 把 Y 于 0,0) 上 的 概率 质量 重新 分 散 到 边界 点 0 
和 “上 而 得 到 . 随机 变量 2 取 值 的 分 散 程度 强 于 任何 一 个 具有 同样 均值 和 上 限 的 
其 它 随机 变量 ， 对 于 每 一 个 免 赔 额 d, 随机 变量 2 具有 最 大 可 能 的 停止 损失 保费 
EL(Z 一 d)+]. 显然 ，2 的 方差 Var[2] 也 是 最 大 的 ， 因 为 2 的 危险 性 高 于 其 它 任何 
可 行 的 风险 ， 这 也 可 以 直接 证 明 ， 因 为 EY?) < EPY] = by = E27]. 
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另 一 方面 ,上面 的 风险 类 也 含有 一 个 分 散 程度 最 低 的 随机 变 基 . 该 变量 把 所 有 
的 概率 堆积 于 /点 . 如 果 X = p, N X <sLY ( 见 图 10.3). 对 于 每 一 免 赔 额 d, X 
的 停止 损失 保费 最 小 ,其 方差 也 是 最 小 的 . 在 实际 中 ， 人 们 对 最 小 停止 损失 保费 的 
确定 问题 不 是 很 感 兴趣 .因此 ， 后 面 将 着 重 讨论 最 大 停止 损失 保费 问题 . 


1-4/b 


Fda) 


0 H b r> 


图 10.3 通过 oe 5 全 中 产生 的 最 危险 和 最 不 危险 分 布 函数 ， 
两 者 具有 给 定 的 均值 u 和 取 值 范围 [0, 串 


注意 ， 如 果 风 险 X 和 Y 具有 相同 的 均值 和 方差 ， 那 么 二 者 之 间 不 可 能 存在 
停止 损失 序 关系 ， 因 为 它们 的 停止 损失 变换 必须 至 少 交叉 一 次 . 事实 上 ， 由 (3.83) 
得 ， 如 果 my(d) > rx(d) 对 于 所 有 d RL, W Var[X] < Vary] R X ~Y. 

我 们 也 可 以 对 某 个 区 间 上 的 概率 质量 分 别 作 分 散 与 集中 ， 这 样 可 以 导出 在 停 
止 损失 序 意义 下 更 大 和 更 小 的 分 布 ， 见 习题 810.5 第 5 题 和 第 6 题 . v 

注 10.5.2( 复 合 分 布 与 破产 过 程 ) 在 例 10.5.1 中 ， 我 们 已 找到 一 个 在 停止 损 
失 序 意义 下 最 小 的 风险 X 和 最 大 的 风险 Z. 因此 ，X <sr Y <sr Z, 这 意味 着 对 复 
合 分 布 也 有 这 样 的 结果 例如， 如果 X = p, MW X++ Xy Ssi Yi te + Yy. 
如 果 由 (10.26) 定义 的 Z 分 布 是 一 个 破产 过 程 中 理赔 额 大 小 分 布 ， 那 么 对 于 任意 初 
始 资金 u, 对 应 的 破产 概率 都 是 最 大 的 .注意 这 样 得 出 来 的 破产 过 程 ， 其 理赔 额 为 
0 或 b， 这 实际 上 对 应 于 一 个 仅 有 一 种 理赔 额 可 能 发 生 的 破产 过 程 . v 

现在 ， 进 一 步 假设 方差 o? 也 是 已 知 的 . 首先 注意 到 要 使 可 行 的 分 布 存在 ， 必 
须 满足 下 面 的 条 件 ， 

O<u<b, 0<0? <p(b-p). (10.27) 

前 三 个 不 等 号 显然 成 立 . 最 后 一 个 不 等 号 说 明 ，o? 不 超过 例 10.5.1 中 Z 的 方差， 
前 面 已 证 得 Z 在 具有 给 定 均值 和 取 值 范围 的 风险 类 中 危险 性 最 大 . 假设 (10.27) 的 
不 等 式 是 严格 成 立 的 ， 以 使 得 可 行 的 分 布 不 止 一 个 . 
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后 面 将 证 明 ， 如 果 一 个 随机 变量 Y 的 停止 损失 保费 于 d 达到 最 大 ， 则 其 支撑 
集 仅 由 两 个 点 组 成 ， 并 且 支 撑 集 中 的 元 素 取决 于 具体 的 4 值 . 因此 , 不 可 能 像 前 面 
方差 未 确定 情形 下 那样 ， 导 出 复合 停止 损失 保费 和 破产 概率 的 可 达到 的 上 界 . 我 们 
首先 研究 具有 均值 u 和 方差 o? 的 两 点 分 布 . 

引 理 10.5.3( 具 有 给 定 均值 与 方差 的 两 点 分 布 ) ”假设 一 个 随机 变量 T 满足 
[7T] = p, Var[T] = 0?, 其 支撑 集 为 {7,7}, 但 不 一 定 满足 Prl0 < T <b) =1. Wr Al 
FAM PRA: 


o 


wor 
证 明 显然 ，E[(T 一 7)(T 一 7)] =0. 这 蕴涵 





Foyt (10.28) 


0= E|T? — (r+F)T +17] =p? +0? — (r+ ryt re. (10.29) 


对 给 定 的 ,可 以 解 出 其 满足 (10.28). v 

因此 , 对 于 任意 给 定 的 ,表示 唯一 可 以 与 > AERIENE 

点 ,使 得 该 变革 的 均值 为 和 方差 为 o. 注意 特殊 的 点 5 RI D. 概率 pr = Pr{T = r) 
可 以 如 下 唯一 确定 

太一 了 CT 

Pr =e eG (10.30) 

这 意味 着 ， 恰 好 有 一 个 两 点 分 布 ， 其 支撑 集 含有 r 关 /由 > 到 对 应 的 函数 具有 

以 下 性 质 ， 





®=r 
Mr Au Bt, 5 关于 7 单调 增 ; (10.31) 
r<p,MWF>p. 


所 以 如 果 {r,s} 和 {u,v} 是 两 个 可 能 的 只 含 两 点 的 支撑 集 ， 满 足 r < s,u < v 和 
r<uWr<u<u<s<v. 因为 这 两 个 分 布 有 相同 的 均值 和 方差 ， 所 以 它们 的 停 
止 损失 变换 必须 至 少 交叉 一 次 , 分 布 函 数 至 少 交叉 两 次 , 密度 函数 交叉 三 次 或 更 多 
次 . 
在 寻找 最 大 停止 损失 保费 过 程 中 ， 我 们 证 明了 对 于 任意 免 赔 额 d 最 大 停止 损 
失 保费 不 可 能 由 多 于 两 点 的 支撑 集 对 应 的 某 个 分 布 得 到 . 为 证 明 此 结论 ， 假 设 某 
一 可 行 分 布 的 支撑 集 是 {a,c,e}, 其 中 0 < a < c < e < b. MARE c< ās e, 
a < Eg c. 从 停止 损失 变换 的 图 形 上 看 ( 见 图 10.4), 在 区 间 (-co; q, 支撑 集 {a,a} 
对 应 的 两 点 分 布 ,其 停止 损失 保费 至 少 等 于 支撑 集 为 {a,c,e} 的 分 布 所 对 应 的 停止 
损失 保费 ， 而 在 [c, 00), 对 于 支撑 集 为 {e8} 的 两 点 分 布 ， 结 论 同 样 成 立 ， 类 似 ， 
含 个 点 的 支撑 集 对 应 分 布 的 停止 损失 保费 不 超过 某 个 含 n - 1 个 点 的 支撑 集 对 
应 分 布 的 停止 损失 保费 .为 说 明 原 因 ， 令 a, c 和 e 是 这 支撑 集 n 个 点 中 的 最 后 三 
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个 点 . 结论 是 免 赔 额 为 a 的 最 大 停止 损失 保费 只 能 由 含 两 点 的 支撑 集 对 应 的 分 布 


达到 . 








1 
1 
HE 
t c ā e 


a+-----+--+-- 





图 10.4 “3 点 分 布 的 停止 损失 保费 不 可 能 达到 最 大 ”的 证 明 ， 对 每 个 免 赔 额 ， 支 撑 集 


{a,a} 或 {2,¢} 对 应 的 两 点 分 布 其 停止 损失 保费 大 于 3 点 分 布 的 停止 损失 保费 


因此 ， 对 于 特定 的 d, 为 求 这 样 的 随机 变量 X, Prl0 < X <b) =1, E[X] = p, 
Var[X] = 0?, 使 得 E[(X - d)+] 达到 最 大 ， 我 们 只 需要 考虑 支撑 集 为 {c,d} 的 两 点 
分 布 . 注意 , 当 d<5<c 或 E<c<d 时 ， H E(X -d)+) = (4 一 d)4, 这 事实 上 可 
能 是 最 小 的 停止 损失 保费 ， 因此， 我 们 只 需 考 虑 c > d > 5 的 情形 ， 首先， 忽略 取 


值 范围 限制 0 < E< c < b, 求解 如 下 最 大 值 问题 : 


2 
max El(X 一 由 +]， 其 中 Pr[X = c] = Pr[X # 可 = ry 
这 等 价 于 
a*(c—d) 
Br ott (c 一 站 2 
除 以 0? 并 对 c 求 导 得 
d c-d _ (c- u)? +0? — 2(c— d)(c- u) 





deo? +(c— yu)? lo? + (cy)? 
RAF SF 0 可 得 到 一 个 2 次 方程 
—c? + 2de+ p? +0? — 2dp =0. 


4 c> >5 时 上 方程 的 解 为 


c=d+V(d-p?+0, © =d- yd- +07. 


(10.32) 


(10.33) 


(10.34) 


(10.35) 


(10.36) 
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注意 到 d = z(c +e). MRAR Prl0 < X <b] = 1 的 限制 ， (10.36) 中 数 c* 和 
构成 了 最 优 的 两 点 支撑 集 ， 加 上 这 个 限制 ,我 们 就 得 考虑 边界 的 极端 情形 . 因为 
0 < 5 蕴涵 0 < c, 所 以 我 们 不 再 于 c > 上 上 考虑 最 大 化 ， 而 是 限定 于 0 < c<b 上 
最 大 化 . MR c > b 或 等 价 地 ，d > 3(b+ 5), 则 最 优 支撑 集 为 {0,8}. 如 果 < 0, H 
而 d < 30, 则 最 优 支撑 集 为 {0,0}. 由 以 上 的 讨论 ， 我 们 可 以 建立 如 下 关于 能 够 导 
致 最 大 停止 损失 保费 的 支撑 集 的 定理 . 证 明 留 给 读者 自己 完成 . 

定理 10.5.4( 最 大 停止 损失 保费 ) ”对 任意 0 < d < (b+), 在 所 有 具有 给 定 
均值 u, DÆ o 和 取 值 上 限 b 的 风险 中 ， 由 (10.36) 给 出 的 c 和 5 组 成 的 支撑 集 , 
其 对 应 分 布 的 停止 损失 保费 达到 最 大 . 当 d > 3(b +b) 时 ， 支 撑 集 {5,8} 对 应 分 布 
有 最 大 停止 损失 保费 ， 当 d < 30 时 ， 最 优 的 支撑 集 为 {0,0}. v 

例 10.5.5( 最 小 与 最 大 停止 损失 保费 ) 图 10.5 AHT% p= 1,07 = 2 和 
b= 5 时 最 小 和 最 大 停止 损失 保费 ， 其 中 de [0, 引 .可 以 看 到 ， 最 小 可 能 的 停止 损 
失 保费 和 最 大 可 能 的 停止 损失 保费 组 成 了 一 个 凸 的 减 函数 ， 因 此 两 者 都 是 某 个 风 
险 的 停止 损失 变换 .由 图 显然 可 以 看 出 这 二 者 满足 均值 为 4W， 上 限 为 b, 但 方差 不 
为 o?. 而且 还 可 以 看 到 ， 没 有 一 个 分 布 函数 能 够 一 致 地 对 应 大 的 停止 损失 保费 ， 
因为 ， 例 如 ， 支 撑 集 为 {0,0} 的 风险 当 免 赔 额 d 较 小 时 有 最 大 的 停止 损失 保费 ， 而 
当 免 赔 额 d > 0 时 有 最 小 的 停止 损失 保费 . 


及 






0* =(0+6)/2 
b* =(b+8)/2 








0 5 p oO > 0 b d> 


图 10.5 4u=1o?=2Mb=5 时， 于 自 留 额 d 的 极端 停止 损失 保费 


再 保险 实务 所 关注 的 免 赔 额 d 都 是 很 大 的 ， 一般 4 > to. 可 以 证 明 ,如果 
很 小 ,那么 支撑 集 为 {6, 四 的 分 布 所 对 应 的 停止 损失 保费 在 这 些 4 上 是 最 大 的 . 如 
果 0 < EE < 1+ V2, 那么 只 要 d> 二 十 下 A +o > (b+ 司 ,这 个 支撑 集 对 应 
的 分 布 就 能 得 到 最 大 的 停止 损失 保费 ， 对 此 ， 读 者 可 以 进行 检验 (见习 题 810.5 第 
8 题 ). 
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能 得 出 最 大 停止 损失 保费 的 分 布 ， 其 支撑 集 只 含有 两 点 集 ， 其 停止 损失 变换 
在 d 处 与 上 限 相 切 . 当 d < b 或 4 > 0 时 ,停止 损失 保费 最 小 值 为 (4 一 d)+, 且 
是 可 达 的 ， 对 应 分 布 的 支撑 集 为 {d,d}. 对 于 界 于 中 间 的 4 值 ， 我 们 将 指出 最 小 停 
止 损失 保费 (d) 由 支撑 集 为 {0,d,5} 的 分 布 达 到 . 在 某 种 意义 上 ， 如 果 把 边界 点 0 
Al b SAE 1/2, 那么 这 些 分 布 的 支撑 集 也 含有 两 个 点 . 边界 点 0 和 b 各 算 作 1/2, 
是 因为 边界 点 的 位 置 是 固定 的 ， 但 联合 概率 可 以 自由 选择 .在 图 10.5 中 ， 连 接点 
(0,4), (a,4(d)) 和 (5,0) 所 得 到 的 停止 损失 变换 r(.) 对 应 的 分 布 不 仅 恰好 具有 均值 
7(0) = u, 上 限 正好 也 为 b, 因为 r( = 0, 并 且 方差 也 等 于 o. 后 者 是 因为 停止 损 
失 变换 下 方 的 区 域 面积 是 风险 的 二 阶 矩 的 一 半 ， 也 分 别 等 于 支撑 集 {0,0} 和 {b,b} 
对 应 分 布 的 停止 损失 变换 下 方 区 域 面 积 ， 这 可 以 利用 由 (b, 0) 45 (0, u) 连 线 作 底 的 
三 角形 面积 推出 . 注意 !(d) 是 于 d 点 的 最 小 停止 损失 保费 , 当 h< rld) 时 , 任何 穿 
过 点 (dm 的 停止 损失 保费 对 应 的 分 布 其 二 阶 矩 必 严 格 小 于 j2 +o?. 当 de (6,0) 
时 ， 可 以 证 明 函 数 !(d) 同 (b,0) 与 (0,/) 两 点 的 连 线 平行 . v 
注 10.5.6( 相 关 问题 ) 其它 这 种 类 型 的 问题 也 已 经 得 到 解决 ， 当 给 定 前 四 阶 
矩 时 ,极端 停 止 损失 保费 文献 中 有 解析 的 结果 ， 而 当 给 定 矩 的 个 数 大 于 4 时 ， 有 具 
体 的 算法 . 这 些 方法 在 实际 中 的 合理 性 令 人 有 些 质疑 ,因为 要 对 一 个 分 布 的 矩 作出 
可 靠 的 估计 ， 唯 一 的 方法 是 要 有 很 多 观察 值 ,而 利用 这 些 观察 值 ， 我 们 可 以 直接 对 
停止 损失 保费 作出 估计 ， 当 Y 是 单 妖 且 有 已 知 的 众 数 M 时 ， 也 有 同样 适用 的 结 
果 ， 也 可 以 计算 极端 停止 损失 保费 和 极端 尾 概率 . V 
例 10.5.7(Verbeek RAR; 众 数 为 0) HY 是 一 个 单 峰 的 风险 ,其 均值 为 u, 
BRERA b, 众 数 为 0. 由 于 Fy 于 [0,6] AMR, HL W<b. 另 一 方面 , 设 
X 和 2 是 风险 ,满足 Pr[Z = 0] = 1-24, 和 
Fey) = fh, 0<y<b; 
Fx(y) = a O<y< 2, 


这 两 个 函数 于 其 它 地 方 取 值 为 0。 则 X 和 2 也 是 单 峰 的 ， 众 数 也 为 0, EX] = 
BLY] = E[Z], H X <sı Y ssr Z (见习 题 810.5 第 2 题 ). 因此 ， 这 类 风险 分 别 具 有 
一 致 最 小 和 一 致 最 大 的 停止 损失 保费 ， 对 应 的 结果 也 可 扩展 到 复合 分 布 和 破产 概 
率 中 去 . y 


(10.37) 


§10.6 相依 随机 变量 之 和 


为 了 能 够 对 盈利 和 损失 同时 进行 处 理 , 我 们 首先 延 拓 停 止 损失 序 的 概念 , 以 使 
在 这 种 序 意义 下 能 够 考虑 更 一 般 的 既 可 能 取 负 值 , 又 可 能 取 正 值 的 随机 变量 , 而 不 
只 局 限于 到 现在 为 止 考虑 的 非 负 随机 变量 . 接着 提出 并 证 明 本 节 的 核心 结果 , 该 结 
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果 说 明了 当 一 个 保单 组 合 中 各 保单 极 大 正 相 依 时 ， 该 组 合 是 最 不 被 人 们 看 好 的 (最 
不 具有 吸引 力 ). 最 后 给 出 一 些 例子 说 明 如 何 运 用 该 理论 ， 目 前 这 个 领域 的 很 多 研 
究 仍 在 继续 ， 有 关 结 果 足 可 以 写成 一 本 专著 . 

对 于 停止 损失 序 ， 我 们 关心 的 是 随机 损失 所 取 的 较 大 值 ， 并 称 随机 变量 Y 不 
优 于 随机 变量 X, 如 果 对 任意 d, 有 E(Y —d), > E(X 一 d)+. 这 些 随机 变量 的 负 值 
实际 上 代表 盈利 . 但 是 别 忘 了 稳定 的 重要 性 , 过 多 的 盈利 在 决策 者 看 来 也 不 是 很 好 
的 事情 ， 比 如 税收 因素 . 因此 ， 只 有 当 高 值 部 分 (X —d), 和 低 值 部 分 (d - X)+ 的 
均值 分 别 比 Y 的 相应 部 分 均值 小 时 ， X 才 优 于 Y. 这 导致 以 下 定义 . 

定义 10.6.1( 凸 序 ) ”如 果 对 每 个 de (-oo,co)， 


BUX ~d)4] < EY -dH 和 Eld- X)+] < El(d-Y),} (1039) 


成 立 ， 则 称 随机 变量 X 在 凸 序 意义 下 小 于 了, 记 作 X <a Y. v 

注意 在 第 一 个 不 等 式 两 边 加 上 d 并 令 d 一 -co 得 EX] < E[Y]. 另 一 方面 , 在 
第 二 个 不 等 式 两 边 减 去 d 并 令 d 一 +o 可 得 E[X] > EY). 因此 ， 对 于 两 个 满足 凸 
序 的 随机 变量 X 和 Y, 必 有 E[X] = E[Y]. 同时 ， 注 意 第 一 个 不 等 式 结合 两 变量 均 
值 相同 的 条 件 可 以 推出 第 二 个 不 等 式 , 因为 E(X - d),]- Eld- X),] = E[X]-d. 
所 以 如 果 两 个 随机 变量 有 相同 均值 , 且 停 止 损失 保费 有 一 致 大 小 关系 , 则 这 两 个 变 
基 之 间 有 凸 序 关系 ， 但 均值 不 同 的 变 基 不 可 能 满足 凸 序 关系 . 

停止 损失 序 等 同 于 对 所 有 的 单调 增 凸 函数 SCO), 期 望 值 ELX) 的 排序 ( 见 定 
理 10.3.8). 因此 ， 该 序 代表 所 有 风险 厌恶 型 决策 者 的 共同 偏好 . 另 一 方面 ， 凸 序 等 
同 于 对 于 所 有 凸 函数 /(), 期 望 值 EX) 的 排序 ， 这 也 是 凸 序 这 个 名 称 的 由 来 . 
在 效用 理论 中 ， 凸 序 代表 风险 厌恶 型 决策 者 对 均值 相等 的 随机 变量 的 共同 偏好 . 
要 证 明 凸 序 蕴涵 随 机 变 基 凸 函数 期 望 的 排序 , 方法 之 一 就 是 利用 这 样 一 个 事实 : 任 
何 凸 函数 可 以 写成 分 段 线性 函数 序列 的 一 致 极限 ， 每 一 个 线性 函数 可 表示 为 函数 
(c—t), 和 (t 一 2)+ 线性 组 合 . 这 也 是 文献 中 经 常 使 用 的 方法 . 更 简单 的 方法 是 分 
步 积 分 法 ， 见 下 面 定理 的 证 明 . 

定理 10.6.2( 凸 序 即 随机 变量 是 函数 期 望 的 大 小 排序 ) 

1. WR X <x Y, f(-) 为 凸 函数 ， 则 ESX) < ELY). 

2. 如 果 E[f(X)] < E[f(Y)] 对 每 个 凸 函数 f(-) 成 立 ， 则 X <ex Y. 

TEA ” 先 证 第 二 个 结论 ,考虑 凸 函数 f(z) = z, f(z) = -r 和 f(x) = (z 一 qd)+， 
其 中 4 为 任意 .由 前 两 个 函数 得 EX] = EY), 由 最 后 一 个 函数 得 EX - d),] < 
E((Y — d)4]. 于 是 由 定义 知 X <a Y. 

再 证 第 一 个 结论 ,考虑 g(z) = f(z) 一 f(a) 一 (z 一 a)f"(a), EH a ERTA, 且 
f 于 a 可 微 . 以 下 假设 期 望都 是 存在 的 . 则 由 EX] = EY], 得 E[f(X)] < ESY) 
与 Blo(X)] < Elg(Y)] 等 价 . 记 F(x) = Pr[X < zl 和 F(z) = 1 - F(z). 利用 
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gla) = g'(a) = 0, 应 用 分 步 积 分 四 次 得 
EWO = f sura- f" gad) 
=- [ser cac+ [ oe) Fa 
= Ble =x) + [7 EIX -2)4149'@), (10.39) 
注意 到 O ERER, U 9(.) WEARY, gO 单调 增 . 于 是 所 求 结果 由 (10. w 
立即 得 到 . 


均值 为 u 的 两 个 随机 变量 的 停止 损失 变换 E(X  d)+] 有 相同 的 渐 近 线 ， > 
中 一 个 是 > 轴 ， 另 一 个 是 直线 y = p-e. 可 以 证 明 


[10-41 (Dr) = dvarlx), 


该 式 推广 了 (3.82). 因此 ， 对 于 均值 相等 的 任意 两 个 随机 变 基 ， 二 者 停止 损失 变换 
之 差 的 积分 等 于 它们 各 自 方差 之 差 的 一 半 ( 见 图 10.6). 





及 d— 
10.6 4 X <a Y 时 ， 两 个 停止 损失 变换 rx(d) = E[(X 一 d)+] 和 ny (d). 
注意 渐 近 线 是 相同 的 


考虑 某 个 一 维 分 布 函数 F. 众所周知 ， 如 果 U ~ U(0,1), 则 随机 变量 F-1(U) 
的 分 布 为 F (概率 积分 变换 ). 注意 对 于 这 样 的 w 存在 一 个 区 间 使 得 该 区 间 上 任意 
y 都 满足 F(y) = 此 时 如 何 定义 y = F- (u) 对 上 述 结论 无 关 紧要 . 正如 一 个 随机 
变量 的 分 布 函 数 可 以 有 可 数 个 间断 点 一 样 ， 可 以 证 明 只 有 可 数 个 这 样 的 水 平 段 . 事 
实 上 ， 在 区 间 [-2",2"] 上 ， 长 度 大 于 2-" H Fli) 于 其 上 取 值 为 常数 的 子 区 间 个 
数 是 有 限 的， 再 令 n 一 co 即 可 得 证 . 因此， 如果 o(-) 和 h(-) 是 分 布 函数 F BR 
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数 的 两 个 不 同 选择 , 则 9(Z) 和 AU) 以 概率 1 相等 . 通常 的 选择 是 取 -1(w) 为 上 
述 子 区 间 的 左 端点 y (通常 只 有 一 个 点 ), 满足 F(y) =u. Blt, F(E) 是 非 减 的 ， 
并 且 左 连续 . 

现在 ， 考虑 n 维 随机 向 量 (X1,X2,… ,Xn). 定义 R 中 的 一 个 集合 为 同 单调 
的 , 如 果 该 集合 中 任意 两 个 向 量 的 大 小 都 是 以 分 量 来 排序 的 ， 即 较 大 向 量 的 分 量 不 
小 于 较 小 向 量 的 相应 分 量 . 如 果 一 个 分 布 的 支撑 集 是 同 单调 的 , 则 称 该 分 布 是 同 单 
调 的， 同时 ， 具 有 这 种 分 布 的 随机 向 量 也 称 为 同 单调 的 、 我们 有 如 下 定理 . 

定理 10.6.3( 同 单调 联合 分 布 ) BU ~ U(0,1), 定义 以 下 随机 向 量 


(Yi, Y2, +++, Yn) = (Fx) (U), Fx} (U), +++, Fei (U)). (10.40) 


WAAS (Xi, Xa,……,Xn) 有 相同 的 边际 分 布 ， 其 支撑 集 是 同 单调 的 ， 其 分 布 函 
数 等 于 如 下 所 谓 的 Fréchet/Höffding 上 界 ， 


Pr[Y; < ya Yn < Yn] = gin PIX; <S yj]. (10.41) 


证 明 首先 ， 对 任意 j= 1,2,---,n, 
Pr[Y; < yj] = PrFx!(U) < yj] = Pr[U < Fx, (y;)] = Fx, (yy)- (10.42) 
其 次 ， (Yin Yn) 的 支撑 集 是 一 条 曲线 {(y1(%),… ,yn(w))0 < u < 1}, 该 曲线 关 
于 每 个 分 量 单调 增 ， 如 果 (1,… ,yn) 和 (z1,…,zn) 是 曲面 上 的 两 点 ， 满 足 对 某 个 


i, A Few) = yi < zi = F} (v), W u < v, 于 是 对 任意 = 1,2,---,n, yj < zy I 
立 . 


进一步 ， 
Pr[lY < yn Yn < Yn] 
= PrlFxi (U) < yi,- Fx (U) < yn] 
= PrlV < Fx,(y),…,U < Fx, (yn)] 
= japin PrD < yj), (10.43) 
即 证 得 定理 的 最 后 一 个 结论 . v 


(Yieee Yn) 的 支撑 集 S 是 由 一 系列 连通 的 曲线 或 一 些 单 点 集 构成 ( 见 图 10.7 
和 图 10.8). 这 些 一 起 构成 了 一 个 同 单调 的 集合 . S 的 连通 闭 曲线 也 是 一 个 连续 
的 、 同 单调 的 曲线 .3 是 通过 用 直线 依次 连接 S 中 曲线 的 端点 而 生成 .注意 ， 只 
有 在 边际 分 布 函 数 逆 函 数 的 不 连续 点 ， 才 对 应 上 述 的 一 个 直线 连接 ,所 以 这 样 的 操 
作 只 可 以 做 可 数 次 . APER SE R" 上 的 连续 单调 增 曲 线 . 

注意 , 由 (10.41) 定义 的 (Ya, Yn) 的 联合 分 布 函 数 ， 即 所 有 分 量 同 时 取 小 什 
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图 10.7 例 10.6.5 中 同 单调 随机 向 量 (X,Y, Z) 以 及 边际 向 量 (X,Y) 的 支撑 集 . 
虚线 使 得 同 单调 支撑 集 变 成 连通 集 














0 [ae 3 
图 108 例 10.6.6 (X,Y) 的 同 单调 支撑 集 ， 黑 点 表示 支撑 点 ， 


其 概率 堆积 为 正 ， 虚 线 连接 支撑 点 


的 概率 , 是 在 不 改变 边际 分 布 前 提 下 联合 分 布 函数 所 能 达到 的 最 大 值 , 也 即 (10.41) 
等 式 右边 是 任意 具有 给 定 边际 的 联合 分 布 函数 的 上 界 .还 要 注意 同 单调 性 使 得 任 
何 Y; 都 不 能 使 另 一 个 Ye 的 风险 得 到 规避 ， 由 本 章 引 言 部 分 的 讨论 ， 下 面 的 定理 
的 成 立 是 不 足 为 怪 的 . 
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定理 10.6.4( 同 单调 随机 向 基 之 和 在 凸 序 意义 下 最 大 ) EH 1063 中 定义 的 
随机 向 量 (Yi,Y2,…, Yn) 有 以 下 性 质 : 


Yi+Y + + Yn Zex Xi + X2 + + Xn. (10.44) 


证 明 ”因为 (10.44) 两 边 的 随机 变量 均值 相等 ， 所 以 只 需 证 明 其 停止 损失 保费 
有 相应 的 大 小 关系 .对 所 有 的 z1,…,zn, 当 di 十 …+dn =d 时 ， 有 


(ZT1+ 72++ Tn —d)+ 

= {(z1 — d1) + (z2 — d2) +-+- + (En — dn)}+ 

和 {(21 — dı)+ + (22 — d2)+ +-+- + (En ~ dn)+}+ 

= (z1 — di)4 + (£2 — da)4 +-+- + (En — dn)+- (10.45) 


假设 4 满足 0 < Pr[Yi +++ Yn < d) < 1 (车 假设 不 成 立 , 则 可 以 证 明 Yi ++ Yn 
和 Xi + … + Xn 的 停止 损失 保费 相同 )， 连 通 闭 曲线 5 包含 了 同 单调 随机 向 量 
(Yiee Yn) 的 支撑 集 S, 该 曲线 在 每 一 个 坐标 方向 上 都 朝 上 延伸 ， 显 然 ， 3 与 超 
平面 {(Z1,… ,zn)|z1 十 … 十 zn = d} 恰好 只 有 一 个 交点 ， 以 (di,…,dn) 记 这 个 交 
点 ， 对 于 某 些 特定 的 例子 ， 很 容易 就 能 确定 出 这 个 交点 . 但 在 这 里 ,我们 只 需要 知 
道 这 样 交点 的 存在 性 即 可 ， 对 (Va, ++, Yn) 支撑 集 S 中 的 任意 点 (y1,… Yn), 我 们 
有 如 下 的 等 式 ， 


(yn +y2 +--+ Yn — d)+ = (y1 — dı)+ + (y2 — d2)+ +--+ + (Yn — dn)+. (10.46) 


这 是 因为 对 特定 的 (di,…,dn), Æ y; > (<) qd; 对 某 个 j 成 立 ， 则 利用 同 单调 性 知 
ue > (<)dk 对 所 有 上 成立， MBP yy < dj 时 ， (10.46) 左右 两 边 为 0. 现在 ， 把 上 
面 等 式 中 的 y; 换 成 相应 的 随机 变量 并 取 期 望 ， 得 到 
El(¥i + Yo + + Yn — d)4] 
= El(¥i ~ di)+]+ El(¥2 — d2)+] + +- - + E[(Yn — dn)#] 
= El(X1— dı)+] + Bl(X2 — da)4] +--+ + El(Xn — dn)+] 
> E[(X1+ X2 +--+ Xn — d)4], (10.47) 


些 处 第 二 等 式 成 立 是 因为 任意 j, X; 和 Y; 有 相同 的 边际 分 布 . v 
例 10.6.5( 一 个 3 维 连 续 随机 变量 ) ” 设 X RARE (0,2) U(1, $) 上 的 均匀 分 
ti, Y ~ Beta(2,2), Z ~ N(0,1). Rieter TAA, 


{(Fx"(u), Fy (u), Fz"(u))|0 < u < 1} (10.48) 
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( 见 图 10.7). 实际 上 , 并 未 画 出 所 有 的 支撑 集 . 未 画 出 部 分 对 应 于 ug (8—2), 5(2))， 
该 部 分 沿 着 两 条 渐 近 线 延伸 , 这 两 条 渐 近 线 分 别 为 垂直 线 (0,0, z) 和 垂直 线 (3,1, z). 
图 中 连续 的 实 线 部 分 是 支撑 集 S, 虚线 是 一 条 直线 , 连接 S 的 两 部 分 使 其 形成 一 条 
连通 的 曲线 S. 注意 Fx(z) 在 z= 和 z=1 之 间 有 一 个 水 平 段 . FURS, SH 
着 z 轴 在 (z,y)- 平面 的 投影 是 一 个 单调 增 的 曲线 ， 沿 其 它 轴 的 投影 也 是 如 此 ， V 


P 10.6.6( 一 个 2 维 离散 例子 ) 设 X 服从 {0,1,2,3} 上 均匀 分 布 ，Y ~ 
B(3, 3). 容易 验证 


(0,0), 4O<u< iit, 


01), 当 i<u<2 时 ， 


8 8 
(yi), ME <u< Sat, 

(Fg! (uw), Fp Mu) = 。 : 
(2,2), Agus 时， 
(3.2), 当 8<u< 了 时 


(3,3), 当 了 <u<1 时 


在 上 述 4 小 区 间 的 端点 ，(FX! (u), Fy (u) 可 以 通过 取 左 极限 或 取 右 极限 得 到 . 于 
点 (1,1) 和 (2,2) 的 概率 堆积 分 别 为 34, 而 于 同 单调 分 布 支撑 集 5 的 其 它 点 上 的 概 
率 堆积 分 别 为 5. 把 这 些 点 用 直线 连接 起 来 可 得 到 曲线 5, 见 图 10.8 中 的 虚线 ， 连 
接 (1,1) 和 (2,2) 两 点 的 直线 并 不 平行 坐标 轴 ， 这 是 因为 Fx(y) = 志和 Fy(y) = 
的 y 点 分 别 构成 区 间 (1, 2). 注意 连接 (1,1) 和 (2,2) 的 任意 非 减 曲线 都 会 得 到 一 个 
可 行 的 5. v 
例 10.6.7( 一 对 夫妇 的 死亡 率 ) i n=2, X~ Bernoulli(gz), Y 满足 3Y ~ 
Bernoulli(gy). 考虑 寿险 中 的 两 个 生命 实体 (一 对 夫妇 ), 其 中 男性 年 龄 为 r, 死亡 给 
付 为 1, 女性 年 龄 为 y, 死亡 给 付 为 2. 假设 他 们 的 死亡 风险 是 相互 不 独立 的 随机 变 
Ht. i z= Pr[X = 1,Y = 2], W (X,Y) 的 联合 分 布 可 如 下 表示 ， 
X=0 X=1 总 计 
Y=0 1 一 gz 一 gy 十 z gz 一 2 l-q 


Y 和 一 多 z Qy 
总 计 LEA 
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对 于 每 一 个 凸 函数 f(-)， 


Elf(X+Y)] = f(0)(1— ge — dy) + f(1)az + F(2)ay 
+[f(0) — f(1) — F(2) + f(3)]z (10.49) 


关于 z 单调 增 . 因此 ， 取 z 为 尽 可 能 大 的 值 ， 即 2 = min{qz,q}, 我 们 得 到 在 凸 序 
意义 下 最 大 的 X +Y. 假设 qz < ay, W 





not 
vo 


gy — 9r gz Wy 
总 计 1 一 gz qe 1 





只 要 事件 X = 1,Y = 0 和 事件 X = 0,Y = 2 其 中 之 一 或 二 者 的 概率 为 0, 对 应 的 
联合 分 布 就 是 同 单调 的 .对 于 q < g 情形 下 的 同 单调 分 布 ， 如 果 X = 1 发 生 ， 则 
事件 Y = 2 也 必然 发 生 ， 而 对 于 g > gy, 情况 正好 相反 .因此 ， 同 单调 联合 死亡 
模式 的 特点 是 ， 如 果 死 亡 概率 较 小 的 人 死亡 ， 那 么 另 一 个 人 也 会 死亡 . 当 = ay 
时 ，Y = 2X 以 概率 为 1 成 立 . Vv 
例 10.6.8( 随 机 利息 期 限 结构 中 的 现金 流 ) ”假设 在 未 来 的 ”年 里 ， 我 们 要 在 
每 年 的 年 末 支 付 1. 利率 是 不 国定 的 ， 随 机 变动 ， 假 设 时 刻 上 的 支付 折 现 因子 为 


Xk = ert My), (10.50) 


这 里 每 年 的 利率 Y 服从 某 个 多 维 正 态 分 布 ， 例 如 一 个 几何 布朗 运动 . 因此 ， Xe 
服从 对 数 正 态 分 布 ， 所 有 支付 的 总 现 值 等 于 多 个 服从 对 数 正 态 分 布 的 相依 随机 变 
其 之 和 .对 于 这 样 的 随机 变量 , 分 析 上 不 易 处 理 . 因为 e-* 是 一 个 凸 函数 ， 所 以 当 
Yiee Ye 同 单调 时 已 [Xk] 达到 最 大 ， 这样， 如 果 随机 变量 Yi,- Yn 取 成 为 同 单 
调 的 , 即 Yi = F3 (U), i= 1,2,---,n, 其 中 ~ U(0,1), 总 的 期 望 支付 D; BX] 达 
到 最 大 . 如 果 随 机 变量 Y: 恰好 都 有 同样 的 分 布 ， 则 Y+- + Yr = kY. 此 时 ， 随 
WER Z, Xi 是 一 个 有 限 的 几何 级 数 . v 

有 时 相依 结构 是 已 知 的 ， 但 麻烦 的 是 我 们 不 能 充分 利用 这 个 已 知 条 件 . 在 下 
面 的 例子 里 ， 当 存在 随机 变量 Z, 其 分 布 函数 已 知 ， 并 且 给 定 Z = z, 所 有 Xi 的 
条 件 分 布 也 是 已 知 时 ， 我 们 给 出 Xi +--+ Xn 的 随机 界 .信和 度 理论 章节 中 的 结构 
变量 就 是 一 个 很 好 的 例子 .由 推论 10.3.13, X1 + … + Xn 在 凸 序 意义 下 的 下 界 为 
已 Xi +.… + Xn|2]. 比 同 单调 上 界 更 好 的 凸 序 上 界 可 通过 如 下 方式 得 到 ， 对 于 每 
一 个 > 把 给 定 2 = 2 条 件 下 X1,…, Xn 的 条 件 分 布 替 换 为 对 应 的 同 单调 分 布 ， 再 
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对 所 得 到 的 分 布 取 加 权 平均 . 改进 后 的 上 界 有 事先 给 定 的 边际 分 布 , 因此 这 个 上 界 
比 仅 用 边际 分 布 导 出 的 同 单调 上 界 小 (见习 题 $10.6 第 12 题 ). 

例 10.6.9( 当 结构 变量 存在 时 的 随机 界限 ) ”我 们 通过 一 个 例子 来 说 明 对 结构 
随机 变量 取 条 件 的 技巧 . 在 这 里 , 多 元 正 态 分 布 非 常 有 用 , 因为 条 件 分 布 和 边际 分 布 
都 是 已 知 的 , 设 n= 2, 并 取 Yi, Yo 为 独立 的 N(0,1) 随机 变量 . 考虑 和 S= X1+X2， 
其 中 X= e” ~ LN(0,1), Xa = e+" ~ LN(0, 2). 对 于 Z, IW Vi, Yo 的 线性 组 
合 , 此 处 取 Z = Y, +Y. 用 记号 S 表示 上 面 提 到 过 的 下 界 . 注意 到 E[X2|2] = e2， 
[YilMi + Y2 = 2] ~ N(3z, 3), 因此 


Ble" IMs +y = =m (i23). (10.51) 


其 中 m(t; p0?) = ext+4o 是 N(u,0?) 分 布 的 矩 母 函 数 ， 这 样 ， 就 得 到 
Ele™|2] = e#2+4. (10.52) 
所 以 下 界 为 
Sı = E[X + X2|Z] = e#2+4 + eZ. (10.53) 
同 单调 上 界 Su 对 应 于 (Xi, X2) ~ (ew,eV2W), 其 中 W ~ N(0,1). 改进 的 上 界 5 
可 表 为 两 项 之 和 ， 其 第 2 项 同样 为 ez, 而 第 1 项 等 于 e214V2W, 其 中 Z ~ N(0,2) 
与 W ~ N(0,1) 相 独 立 .在 这 些 界 中 所 涉及 的 变量 皆 服从 对 数 正 态 分 布 ， 所 以 这 
些 界 的 方差 很 容易 计算 . 注意 , 在 比较 凸 序 随机 变量 的 停止 损失 保费 时 ， 比 较 方差 
是 有 意义 的 ， 这 是 因为 两 个 凸 序 的 随机 变量 方差 差 的 一 半 等 于 它们 各 自 的 停止 损 
失 保费 之 差 的 积分 ( 见 图 10.6). 这 表明 ， 如 果 X <cx 了 A Var[X] = Var[Y], 则 X 
和 了 必 同 分 布 ， 而 且 对 于 均值 相同 的 随机 变量 ， 其 方差 之 间 的 比值 约 等 于 各 自 停 
止 损失 保费 的 比值 减 去 它们 最 小 的 可 能 值 .读者 可 以 验证 
(E[S)? =e! + 2e2 +e, 
E[S?] =e? + 2e8 + e4, 
E{S?] = E[S.2] =e? + 2e8 + e4, (10.54) 
E[S2] =e? + 2e8+V? + et, 


因此 ， 
Var[E[S]] = 0, 
Var[Si] = 64.374, 
Var[S] = Var[S.,] = 67.281, (10.55) 


Var[S,] = 79.785. 
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所 以 , 通过 对 Ya + Yo 取 条 件 而 得 到 的 S 的 随机 下 界 Si 比 E[S] 要 好 ; 改进 的 上 界 
S, 事实 上 与 9 同 分 布 . 一 般 ， 对 于 成 对 的 随机 变量 ， 通 过 对 其 中 之 一 取 条 件 而 得 
到 的 上 界 S, 与 S 同 分 布 (见习 题 $10.6 第 22 题 ). 

对 于 下 界 ， 回 忆 Var[S] = B[Var[S|Z]] + Var[E[S|2]]. 可 见 Sı 的 方差 恰好 是 第 
二 项 . 要 使 第 二 项 最 大 ， 即 要 使 第 一 项 最 小 ， 因 此 ， 我 们 寻找 一 个 2 使 其 与 3 尽 
可 能 的 相近 . PRA 1+ Yi 1+ Yi. + Yo MEM ce” Al eM 1%, M) Se 2+ 2Y + Ya, 
因此 ， 通 过 对 2Y, + Yo 而 不 是 Vi + Yo 取 条 件 ， 可 以 得 到 一 个 更 好 的 下 限 . 这 个 问 
题 留 作 习题 (810.6 第 11 题 ). v 

例 10.6.10(PQD) 我们 已 看 到 , 如 果 两 个 随机 变量 的 联合 分 布 是 同 单调 的 ， 
或 联合 分 布 尽 可 能 得 大 ， 那 么 这 两 个 随机 变量 是 极 大 相关 的 ， 这 促使 我 们 考虑 边 
际 分 布 对 应 相同 的 随机 向 量 对 之 间 的 一 个 偏 序 ， 假 设 下 面 所 有 的 随机 变量 X, X’, 
X+ 和 Xv 都 有 相同 的 边际 分 布 函数 F, 相应 的 随机 变量 Y, Y’, Y+ 和 YU 都 有 边 
际 分 布 函数 G. 如 果 对 于 所 有 的 z 和 y, XA Y 都 分 别 小 于 或 等 于 > 和 y 的 概率 
Fx.y (x,y) 大 于 X' 和 YY’ 相应 的 概率 ， 则 我 们 称 (X,Y) E (X',Y') 相依 性 更 强 . 
如 果 X+ 和 Y+ 相互 独立 ，(Xv,YV) 有 同 单调 的 联合 分 布 ， 那 么 (XU,YU) 的 相 
依 性 显然 要 强 于 (X+,Y+). 事实 上 ， (XV,YT) 的 相依 性 强 于 任何 一 对 随机 向 量 
(X,Y), Blt, XU 5 YU 之 间 极端 正 相依 . 车 一 对 随机 向 量 (X,Y) 的 相依 性 强 于 
(X+,Y+), Bp 


Pr[X <z,Y < y) > Pr[X < z) Pr[Y <y], Yz, y. (10.56) 


则 称 (X,Y) 为 正 象限 相依 (以 下 简 记 为 PQD). 同样 ， 也 存在 这 样 的 一 个 具有 给 定 
边际 的 联合 分 布 ， 其 相依 程度 达到 另 一 个 极端 ， 即 极端 负 相 依 . 这 从 以 下 联合 分 布 
函数 的 下 界 可 以 看 出 


Pr[X < z,Y < y) > max{0, F(x) + G(y) — 1}. (10.57) 


该 不 等 式 可 直接 从 Bonferroni 不 等 式 推出 (见习 题 810.6 第 8 题 ). 随机 向 量 (X,Y) = 
(F-H (U), G- (1 — U)) 的 联合 分 布 函数 即 为 上 面 的 Fréchet /Héffding FR. 这 里 ， 
SX 取 较 大 值 时 ，Y 有 取 较 小 值 的 趋势 ， 反 之 亦 然 . 事实 上 ， X 和 -Y 是 极端 
EHR XAY 不 是 同 单调 的 ， 而 是 反 向 单调 的 . 

为 了 比较 成 对 的 随机 变量 之 间 相 依 程度 ， 我 们 只 简单 地 比较 它们 菜 些 相依 度 
基 的 值 ,如 通常 的 相关 系数 (X,Y) = (EI[XY] 一 E[X]E[Y])/ocxoy, 亦 称 为 Pearson 
乘积 矩 相关 系数 ， 以 及 Spearman 秩 相 关系 数 p(X,Y) = r(F(X),G(Y)). 这 个 做 法 
的 好 处 就 是 可 以 得 到 一 个 全 序 ， 但 同时 也 有 一 些 局 限 性 (见习 题 $10.6 第 19 题 ). 

上 面 定义 的 相依 性 偏 序 有 一 条 重要 的 性 质 , 即 相依 性 较 强 的 一 对 随机 向 量 之 和 
EER PRK. 这 可 以 由 这 个 等 式 LX +Y —d),] = E[(d-X-Y)4]+E[X]+ 
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E[Y] 一 4 以 及 下 面 这 个 式 子 推 得 , 其 中 下 式 交换 积分 顺序 是 根据 富 比 尼 (Fubini) 定 
理 : 


Eļ(d- X -Y)4) = J f ede a dtdF(z,y) 


让 S 
= J J ji dF(z,y)dt = J F(t,d— t)dt. (10.58) 
t=—00 Jyst, z<d-t t=—o0 


更 多 的 PQD 性 质 见 后 面 的 习题 ,特别 地 ， 正 如 我 们 所 预料 的 那样 ， 当 XY 和 2 
相互 独立 时 ， (X, X), (X, X +Z) 和 (X+Y,X + Z) 都 是 PQD 的 . 同时 ， 这 个 相 
依 性 概念 可 以 推广 至 向 量 维 数 n> 2 的 情形 . v 

例 10.6.11( 分 布 连接 函数 ) ”考虑 连续 的 二 维 随机 向 量 (X,Y), 其 联合 分 布 为 
F(2,y). 假设 边际 分 布 已 知 ， 并 记 为 Fle, 00) = F(x) 和 FF(o0,y) = Gly). 分 布 连 接 
函数 (copula) 为 构造 具有 给 定 边 际 分 布 的 联合 分 布 函 数 类 提供 了 方法 . 一 个 分 布 连 
接 就 是 一 个 函数 Clu, v), 它 把 边际 分 布 映射 到 联合 分 布 ， F(z,y) = C(F(2), G(y)). 
我 们 通过 以 下 三 个 特殊 的 例子 来 阐述 这 个 概念 ( 见 上 例 ) : 


Cı(u, v) = min{u, v}; 
C(u,v) =uv; O<u<l1,0<v<1 (10.59) 
C3(u, v) = max{0,u + v — 1}. 


可 见 ， Ci(w,v) 是 任何 分 布 连接 函数 的 Fréchet /Hoffding 上 界 ， 它 对 应 上 例 中 的 
同 单调 随机 向 最 分 布 ， 另 一 方面 ， C3(w,v) 是 Fréchet/Hoffding FH, 它 对 应 的 
正好 是 相反 情形 ， 另 一 个 连接 函数 C2(w,v) 表示 X R Y 相互 独立 的 情形 . 考虑 特 
殊 的 边际 分 布 函数 Flz) = 2 和 Gly) = y, x,y € (0,1), 可 见 C(u,v) 本 身 必须 是 一 
个 二 维 联合 分 布 函数 ， 其 边际 分 布 为 V(0,1) 分 布 ， 因 此 Clu, 1) = u, C(1,v) =v. 

现在 , 假设 (U,V) 是 一 个 随机 向 量 , 其 联合 分 布 由 分 布 连接 函数 C(u, v) 得 到 ， 
其 边际 分 布 都 是 U(0,1) 分 布 ， 容易 验证 ， 如 果 C = C, 则 U = V; 如 果 C = Cs， 
RU =1-V; WR C = Coz, 则 避 和 了 相互 独立 .分 布 连接 函数 的 混合 仍然 是 一 
个 分 布 连接 函数 ， 我 们 将 证 明 取 (10.59) 中 的 三 个 分 布 连接 的 凸 组 合 ， 可 以 得 到 这 
样 的 一 个 随机 向 量 ， 其 边际 分 布 为 V(0,1) 分 布 ， 并 且 相关 系数 可 取 [-1,1] 中 任何 
一 个 数 ， 事实 上 ， 对 于 任意 p,p ps > 0, p + po 二 pa =l, 有 


C(u, v) = pCi (u,v) + p2C2(u, v) + psCa(u, v), (10.60) 
则 对 应 的 随机 向 量 (U, V) 有 如 下 的 随机 表示 


(U, RU + RU+ + B(1-U)), (10.61) 
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其 中 h, i = 1,2,3, 是 相依 的 Bernoulli(y;) 随机 变量 ,满足 h+h+il=1, 并 且 与 
Ut ~ U(0,1) 相互 独立 .为 确定 相关 系数 ， 注 意 到 


E|UV] = p E[U?] + p2E[U U+] + psElV(1 — U)] 


1 1 1 
= ip 十 二 = 10.62 
3?! g gP” (10.62) 


Ta EUV] - EVIEV] _ 
VWa] 
因此 ， 当 pi = 1 BY, r(U,V)=1 (对 应 同 单调 上 界 ); 当 pa =1 时 ，7(U,V) = -1 
(对 应 反 向 单调 下 界 ); 当 P = ps BY, (U,V) = 0. 特别 ， 只 有 当 pi = ps = 0 时 ， 
U 和 VV 才 相 互 独立 . 

如 果 一 个 分 布 函数 是 从 一 个 分 布 连接 产生 的 ， 那 么 很 容易 模拟 该 分 布 的 一 个 
实现 首先 通过 计算 机 产生 U(0,1) 分 布 的 随机 数 u, 再 从 给 定 U =u 下 的 V 的 
条 件 分 布 中 产生 一 个 实现 v, 此 处 的 条 件 分 布 函数 为 S42， 其 次 ， 按 如 下 方式 
得 到 (X,Y) 的 一 个 实现 (z,y): z = Fu), y = Gov). 注意 ， 上 面 (10.63) 
并 不 能 给 出 Pearson 乘积 矩 相 关系 数 r(X, Y), 而 是 给 出 了 Spearman 秩 相 关系 数 
P(X, Y) = r(F(X),G(Y)). 

分 布 连接 函数 可 以 灵活 地 用 来 产生 很 多 符合 实际 的 联合 分 布 ， 这 使 得 我 们 能 
够 对 危险 性 程度 较 高 或 较 低 的 随机 变量 之 和 进行 模拟 . v 


r(U,V) = (10.63) 


§10.7 3 Bi 


§10.2 

1 设 fx(-) 和 fre) 是 两 个 概率 密度 或 概率 函数 ， 相 互 交叉 一 次 ， 即 存在 一 个 c 使 得 当 
z<elt, fx(z) > 六 (zj)i 当 z >c 时 ，jfx(z) < fr(z). 证 明 X <u Y. 为 什么 fx(.) 和 
fy(-) 交叉 至 少 一 次 ? 

2. & X ~P (a, 8), Y ~P(a, 6’), EP B > p, WX <n Y. BY ~T(a',B),a<a’, iil 
结论 仍 成 立 . 

3. 对 任意 0 < pi < pa < 1, 类 似 于 例 10.2.2, 构造 随机 向 量 (X,Y) 使 得 X ~ B(n, pi), 
Y ~ Bn, pa) H PriX < Y] = 1. 由 此 证 明 B(n, p) 分 布 在 随机 序 意义 下 关于 p 单调 增 . 

4. 利用 习题 810.2 第 1 题 证 明 上 道 习题 中 的 结论 . 

5. 类 似 习题 810.2 第 3 题 ,但 现在 考虑 X ~ B(m,p), Y ~ B(na,p), 其 中 ni < na. 利用 
习题 810.2 第 1 题 ， 给 出 证 明 . 

6. 设 N ~ B(2,0.5) 和 M ~ B(3,p), 证明 (1 一 p)? < } Æ N <a M 成 立 的 充 要 条 件 . 

7. 设 风 险 X ALY 具有 以 下 的 边际 分 布 。 Pr[X = j] = 4, j = 0,1,2,3; PrlY =j] =}, 
j=0,4, PrlY = 2] = 5. 试 构造 一 个 联合 分 布 满足 Pr[X < Y] = 1. 
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8. ERF <n 在 以 下 意义 下 是 泛 函 不 变 的 ,对 每 个 非 降 函数 f, X <st Y BB f(X) <s 
f(Y). 把 此 性 质 应 用 于 一 个 理赔 = 的 超额 损失 再 保险 f(z) = (z 一 中 + 和 比例 再 保险 f(z) = a2, 
其 中 a > 0. 

§10.3 

1. & M ~ B(n,p), N ~ B(n +1, 72), WE M <sr N, 并 证 明 当 m 一 oo 时 ， 可 导出 泊 
松 停止 损失 保费 . 

2. & N ~ B(2,0.5) 和 M ~ B(3,p), 证 明 p> 寺 是 N<ssr M 成 立 的 充分 必要 条 件 . 

3. 证 明 , # X ~Y, 则 G(X +Y) <s X. XA Y 独立 是 必要 的 吗 ? 

4. 设 X A Y 是 两 个 具有 相同 均值 的 风险 , 且 有 共同 的 支撑 集 {a, b,c}, HHO <a<b<c, 
证 明 要 么 X <sr Y, BAY <sr X. 试 给 出 两 个 具有 相同 均值 的 随机 变量 ， 其 共同 的 支撑 集 为 
{0, 1, 2, 3}, 但 这 两 个 变量 不 满足 停止 损失 序 . 

5. RF RG 是 两 个 风险 的 分 布 函数 ， 于 (—co,a) 和 [u co) 上 F(z) = G(z), 于 [a,b) 上 
G 为 常数 ， 注 意 这 里 的 G 可 以 通过 F 把 (a,b) 上 的 概率 质量 分 散 到 区 间 的 两 个 端点 上 得 到 . 
证 明 F <si G, 并 绘 出 FA G 的 停止 损失 变换 图 . 

6， 重 新 考虑 上 题 ， 现 在 把 F 于 (a,b) 上 的 概率 质量 堆放 于 某 点 d, 即 G(x) 于 {a,d) 和 
[d,b) 上 为 常数 ， 同 样 考虑 把 已 于 闭 区 间 [a,b] 上 的 概率 质量 堆放 于 某 点 情形 . 

7. 考虑 如 下 的 分 布 函数 F 的 微分 : 


ju 当 0<z<1 和 2<z<3 时 , 
dF(z) = R 当 xe {1,2} BY, 
0, HE. 


证 明 F 间接 危险 于 U (0,3) 分 布 . 

8. 设 Ai, Aa, Bi 和 Bo 是 相互 独立 的 Bernoulli 随机 变量 , 对 应 的 参数 分 别 为 pl,pa,gi 和 
92. 如 果 pi + pa = qi 十 qz, 那么 (1) 何 时 Ar + A2 Sst Bı + Bz 成立 ? (2) 何 时 Ai + A2 >sr 
Bi + Bo 成 立 ? (3) 何 时 这 两 个 随机 不 等 式 都 不 成 立 ? 

9. 证 明 一 个 负 二 项 分 布 随机 变量 N 在 停止 损失 序 意义 下 大 于 任意 泊 松 随机 变量 M, 此 处 
假定 E[M] < E[N]. 4 M 服从 二 项 分 布 时 ， 上 结论 也 成 立 . 

10. 已 知 对 于 每 个 风险 厌恶 系数 o, 风险 X 的 指数 保费 小 于 或 等 于 Y 的 指数 保费 ,试问 X 
和 Y 满足 什么 样 的 序 关系 ? 

11. 证 明 (10.5) 定义 的 停止 损失 变换 ri(d) 对 应 的 分 布 函数 Fi; 危险 性 递增 . 

12. 利用 停止 损失 变换 和 分 布 函数 略图 ， 完 成 定理 10.3.7 的 证 明 ， 即 证 明 随机 变量 Y 满足 
BR. 

13. & X Sst Z 和 E[X) < E[2]. 考虑 如 下 函数 7(-): 


E(X -t+], t<0, 
mt) = El(Z~t)+], t>o 
A(t), 0<t<e, 
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这 里 c 和 Al) 的 选取 使 得 4(0) = u, A(t) 是 El(Z—t)4] 于 t=c 点 的 切线 . 证 明 r(.) 是 凸 函 
数 ， 因 此 是 某 个 风险 Y 的 停止 损失 变换 . 绘 出 X, Y 和 2 的 分 布 函数 . 证 明 X <s. Y <sr Z, 
AL E[X] = E[Y] M Y <s Z. (此 处 ，Y 在 类 似 于 定理 10.3.7 的 意义 下 分 离 X 和 Z.) 

14. 证 明 如 果 X <e Y 和 E[X*] = E[Y*], k=1,2,---,n—1, MY E[X"] < E[Y"]. (这 意 
味 着 如 果 X <e Y H E[X] = E[Y], W Var[X] < Var[Y].) 

15. BRR X 和 Y 满足 对 某 个 d > 0, 有 PrlY > dj > 0, 但 Pr[X > d) = 0. 试问 
X SsLY, X Ss Y RX <e Y 成立 吗 ? 

16. B X ~ U(0,1), V = 3X, W = min{X,d}, 其 中 d > 0. 绘 出 V, W A X 的 分 布 函 
数 图 ， 试 分 别 确定 d 使 得 V<sr W MW <s V. 

17. 利用 分 部 积分 法 对 E[X] = E[Y] 情形 证 明定 理 10.3.8. 利用 停止 损失 变换 是 Fx (z) 一 1 
的 一 个 不 定 积分 的 事实 ， 再 考虑 v(z) = —u(—z). 为 证 明 方 便 ， 考 虑 Elv(X) 一 v(0) - Xv'(0)] 
并 假定 vl) 于 0 点 可 微 . 

18. 给 定 以 下 风险 X1,…， Xs: 

(1) Xı ~ B(10, §); 

(2) Xa ~ B(15, 3); 

(3) Xa ~ Poisson(5); 

(4) Xa ~ NB(2, 7); 

(5) Xs ~ 151, 其 中 I ~ Bernoulli (3). 

试问 任意 两 个 使 用 单调 增 效用 函数 的 决策 者 是 否 共 同 偏好 X EF X? 对 每 对 (i, j), 
ij =1,2,3,4, 确定 Xi <o Xj 是 否 成 立 ， 对 j= 2, 3, 确定 Xi <sL Xs 或 其 反 向 不 等 式 是 否 
成 立 。 Xs Se Xs 成 立 吗 ? 

19. 考虑 如 下 的 风险 类 Xp = pY + (1 — p)Z, 其 中 Y 和 Z 是 独立 的 Exp(1) 随机 变量 ， 
p E (0,3). 注意 Xo ~ Exp(1), Xo.s ~ (2,2). 试问 该 类 中 风险 可 以 随机 排序 吗 ”证明 使 用 指 
数 效用 函数 的 决策 者 偏好 损失 Xp 甚 于 X, 当 且 仅 当 p> q, 并 证 明 Xiya <sr Xp <sr Xo. 

20. 分 布 函数 GC) 和 VC) 定义 为 


Gla) = 3 (Fa) + F(a) + F%(2) + F%(2)} 
V(z) = qF” (2) +q F° (2) + pF”? (2), 


这 里 己 是 任意 一 个 风险 的 分 布 函数 ， F 表示 F 的 n RER Yn = 0 时 ， F 表示 常数 0 
的 分 布 函数 ， 试 确定 go,q1,92 > 0, go 十 gl +q = 1, WV <sr G H V 和 G 有 相同 均值 . 

21. 在 <。 Sot 和 <st 序 意义 下 ， 比 较 两 个 复合 泊 松 随机 变量 Sı 和 So, 其 中 Si 和 S 对 
应 的 参数 给 定 为 

(1) Ai 一 5 pi(z) = $, 2 = 1,2,3,4, 5; 

(2) A2 = 4, p(x) = }, z = 2,3,4,5. 

22. RY = CX, 其 中 C 和 X 相互 独立 是 PrlC = 0.5] = PrlC = 1.5] = 0.5. 讨论 风险 X 
ALY 之 间 <e, Ss 和 <sr 序 关系 . 

23， 设 N ~ B(2,5), M ~ Poisson(A)， 试 分 别 确定 A 使 得 N >s M, N <x M 和 
N<ssLM. 
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24. 在 定理 10.3.5 的 证 明 过 程 中 ,考虑 情形 Y ~ U(0,3), Z 是 整 值 变量 满足 rz(0) = 2 和 
na(k) = ny (k), k= 1 2,3. 基于 概率 质量 的 分 散 来 描述 ny (d) -ra(d) 一 … 一 nz (d) 的 每 
步 转移 . 

25. 设 A; ~ Bernoulli(p,), j = 1,2,---,n, 相互 独立 , Hid P= 1D, p;. EB, Ay <sr 
B(n,). 

(本 道 习 题 证 明了 以 下 的 结论 ， 在 所 有 具有 总 均值 为 的 n 个 独立 Bernoulli 变量 和 中 ， 
B(n, £) 是 在 停止 损失 序 意义 下 最 大 的 . ) 


26. 设 Pr[X = i] = §, i= 0,1,…,5,Y ~ B(5,p). p 分 别 取 何 值 时 X <a Y, Y <a X, 
X <sL Y MY <s, X RI? 
§10.4 


1. 考虑 分 布 函数 类 F(p, u), 其 中 F(z;p, u) = 1—pe-*/*, p € (0,1), J > 0. 确定 参数 p 
和 p RUA Fip u) 在 随机 序 或 停止 损失 序 意义 下 大 于 或 小 于 F(;po, uo), 并 指出 何 时 
两 分 布 之 间 不 存在 停止 损失 序 关系 . 

2. 在 B(n, p) 分 布 类 中 (n = 0,1,…, 0 < p < 1), 讨论 序 关系 <sL 和 <s. 

3. 证 明 指数 序 在 复合 运算 下 封闭 : 如 果 X <e 了 和 M SeN, W X +X2+ + XM Se 
V+ + + Yn. 

4. 考虑 两 个 破产 过 程 ， 理 赔 发 生 过 程 相同 ， 单 位 时 间 有 相同 的 费 率 c, 对 应 的 理赔 额 分 别 与 
多 和 了 同 分 布 . 问 X 和 Y 满足 什么 条 件 ， 才 能 使 得 第 二 个 破产 过 程 的 调节 系数 不 小 于 第 一 
个 破产 过 程 的 调节 系数 ? 

5. RS 具有 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 其 个 体 理赔 额 大 小 与 X 同 分 布 ， 且 t,t: 和 a 满足 
El(S — t1)+] = AE[(X — t2)+] = aB[S]. 对 任意 d > 0, 比较 E[(min{5,t1} - d)4], E[(S — 
DN (Xi ~ ta) — d+ 和 EKC — a) S — a) 4}. 

6. 如 果 两 个 风险 有 相同 的 均值 y 和 方差 ">, 但 第 一 个 风险 的 偏 度 较 大 ， 那 么 两 风险 的 停止 
损失 保费 关系 如 何 ? 

7. 在 指数 序 、 随 机 序 和 停止 损失 序 意义 下 ， 比 较 习 题 83.7 第 6 题 中 的 风险 SA T. 

8. 在 例 10.4.3 中 , 证 明 (ao, Bo) 点 左下 方 对 角 线 之 上 和 右上 方 对 角 线 之 下 的 八 分 之 一 区 域 
参数 所 对 应 的 分 布 ， 其 停止 损失 保费 有 时 大 于 ， 有 时 小 于 (ao, Bo) 的 停止 损失 保费 . 

9. 在 注 10.4.10 H, EH Xni Sst Xn. 

10. 证 明 例 10.4.2 最 后 的 随机 变量 X 和 Y 满足 指数 序 关系 ， 但 不 具有 停止 损失 序 关系 . 
§10.5 

1. RO<d<b. 风险 XX 满足 PrIX € {0,d,b}] = 1, 风险 Y WE PrO<Y <b) =1. 4 
FX AY 的 均值 与 方差 分 别 相同 ， 则 E(X 一 d)+] < E[(Y —d)4]. 

2. 证 明 例 10.5.7 中 结论 X <sL Y <s Z 成 立 . 利用 事实 : 一 个 单 峰 、 众 数 为 0 的 连续 概 
率 密度 等 价 于 分 布 函数 于 (0,00) 为 四 的， 并 单独 考虑 Y 不 连续 情形 . 

3. 对 于 满足 上 = o? = 1 且 支 撑 含 于 区 间 [0, 4] 的 风险 ， 试 计算 当 免 赔 额 d= 二 0.5 和 d =3 
时 ， 其 最 小 与 最 大 停止 损失 保费 . 

4. 考虑 均值 u, HÆ o 且 支 撑 含 于 [0, 的 风险 ， 试 给 出 其 停止 损失 保费 最 小 与 最 大 的 可 
能 值 (参考 图 10.5). 在 该 图 中 ， 画 出 于 d = 2 处 有 最 小 停止 损失 保费 的 风险 所 对 应 的 停止 损失 
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变换 . 

5. 在 均值 为 u, 方差 为 o° 且 两 点 支撑 集 包 含 于 [0,4] 的 风险 中 ， 何 者 有 较 大 的 偏 度 ? 何者 
有 较 小 的 偏 度 ? 

6. 在 上 题 中 ， 考 虑 均值 为 u, 方差 为 o? 且 支 撑 集 包含 于 [0,0] 的 任意 风险 类 ， 证 明 在 该 类 
中 存在 一 个 风险 其 偏 度 达到 极 大 . 

7. RT=YNi+---+Y¥n, KN ~ Poisson(A), Pr[(0< Y < b) = 1, E[Y] =n, BR M ~ 
Poisson(Ay:/b). WEA UN <su T <sr bM, 并 求 这 3 个 变量 的 均值 与 方差 . 

8. 验证 例 10.5.5 中 间 一 段 中 的 结论 . 
§10.6 

1. 证 明 (10.38) 中 第 一 个 不 等 式 结合 均值 相等 条 件 可 推出 第 二 个 不 等 式 . 注意 利用 E(X- 
4)+] 一 El(d— X)+] = E[X] - d. 

2. 证 明 等 式 (3.82) 可 推广 适用 于 均值 为 / 的 任意 随机 变量 X, 即 


[1-041 4-0 43a = ivatal. 


3. RMR f(x) = (d -- z)+ 是 单调 减 凸 函 数 ， 举 例 说 明 X <sr Y, 但 El(d - X)4] < 
El(d— Y) +] 对 某 个 d 不 成 立 . 

4 考虑 对 夫妇 一 年 期 寿险 保单 ， 在 保单 的 有 效 期 内 ， 任 一 女性 死亡 概率 为 1%, 任 一 男 
性 死亡 概率 为 2%, 男女 死亡 给 付 分 别 为 1. 假定 不 同 对 夫妇 的 死亡 风险 相互 独立 ， 试 确定 个 体 
模型 中 总 理赔 额 的 分 布 ， 同 时 在 以 下 两 种 情形 下 给 出 用 以 近似 该 总 理赔 额 的 聚合 模型 所 对 应 的 
分 布 。 a) 每 对 夫妇 各 自 的 死亡 风险 相互 独立 ， b) 每 对 夫妇 的 死亡 风险 具有 同 单调 分 布 ， 试 比 
较 当 免 赔 额 至 少 为 0.03n 时 ， 聚 合 模型 的 停止 损失 保费 . 

5. 在 例 10.6.7 中 ,对 不 同 的 z, 画 出 Xi + Xo 的 停止 损失 变换 . 利用 图 示 证 明 Xi + Xo 在 
停止 损失 序 意义 下 关于 z 单调 增 . 

6. 证 明 X Sa Y 当 上 且 仅 当 它们 的 同 单调 联合 密度 或 概率 函数 A(x, y) 满足 h(z,y) = 0, 
rT>Yy. 

7. 考虑 一 个 2 维 同 单调 随机 向 量 (X,Y), 各 分 量 分 别 取 ri: < zz <- < En M yi <y 
< … < ym. 试 描述 该 向 量 的 概率 函数 特点 . 

8. 证明 Bonferroni 不 等 式 ，Pr[4m B] > Pr[4] + Pr[B] — 1, 并 利用 该 不 等 式 推导 下 界 
(10.57). 验证 (10.57) 右 端 分 布 具 有 给 定 的 边际 分 布 ， 同 时 证 明 (F-1(U),G-1(1 —U)) 的 分 布 
函数 即 为 此 下 界 . 

9. RAL 和 Xa 表示 随机 指定 两 个 人 的 身高 ， 假 定 这 些 身高 变量 是 独立 同 分 布 的， 满足 
Pr[X; = 160, 170, 180] = 3,3, 4. 同 单调 上 界 Su 的 分 布 是 什么 ? 如果 作 为 条 件 变量 的 2 取 
为 第 1 个 人 的 性 别 ， 已 知 2 与 第 2 个 人 的 身高 Xo 独立 , H Pr[Z = 0) = Pr[Z = 1) =}, 
Pr[X1 = 160, 170|Z = 0] = Pr[X1 = 170,180|2 = 1] = 3, 试 确定 下 界 分 布 和 改进 后 的 上 界 S! 
分 布 ， 并 比较 以 上 在 凸 序 意义 下 上 下 界 的 方差. 

10. 设 X 和 Y 是 独立 的 N(0,1) 随机 变量 , 记 S = X +Y, 且 假 定 Z = X + ay, 其 中 
a 为 某 个 实 常数 . 问 给 定 Z = z, X 的 条 件 分 布 是 什么 ? 确定 凸 下 界 E(S|Z) 的 分 布 ， 同 时 也 确 
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定 同 单调 上 界 和 改进 的 凸 上 界 的 分 布 ， 对 不 同 的 a, 比较 这 些 界 的 方差 . 特别 考虑 以 下 的 几 种 情 
形 ，S=2,SL2,S=X 和 Soxy( 即 la 一 oo). 

11. 在 例 10.6.9 中 ， 求 通过 对 aY + Yo 而 不 是 对 Yi + Yo 取 条 件 导出 的 随机 下 界 的 方差 
[@) , 并 确定 a 使 得 该 方差 达到 最 大 . 

12. 当 事 件 Z = z 发 生 时 , 例 10.6.9 中 改进 的 上 界 可 以 写成 Fxiz-,(U)+…+Fx!z-s(U). 
把 求 和 式 中 的 每 一 项 记 为 gi(U, z), 则 改进 的 上 界 为 S。 = Li gi(U, Z). 一般 ， 这 些 随机 变量 
gi(U, Z) 不 再 是 同 单调 的 . 证 明 gi(U, Z) 与 Xi 同 分 布 ， 从 而 推出 改进 的 上 界 确实 比 同 单调 上 
界 要 好 . 

13. 如 果 (X,Y) 是 PQD, 那么 对 Pr[X < zlY < y) 能 说 些 什么 ? 

14. WE: RX, Y 和 2 是 独立 的 随机 变量 ， 则 随机 对 (X,X), (X,X + Z) 和 (X+ 
Y, X + Z) WX PQD. 

15. B (X,Y) 的 联合 分 布 函数 为 F(z,y) = C(F(z),G(y)), 其 中 F(z) = F(z,o0) 和 
Gly) = F(co,y) 为 边际 分 布 ，C(wu) = uv[1 + a(1 — u)(1 — v)]. R a 的 取 值 范围 ， 以 及 X 
和 YY 的 Spearman 秩 相关 系数 ， 

16. 设 (X,Y) 具有 连续 的 分 布 函数 Fc, y), 证 明 存在 一 个 2 维 的 分 布 函数 C(.，), 其 边际 
为 U(0,1) 分 布 ， 使 得 F(z,y) = C(F(z),G(y)), 其 中 F(x) 和 Glu) 表示 (X,Y) 的 边际 分 布 
函数 (该 结果 被 称 为 Sklar EH). 

17. 除了 常用 的 自 相关 系数 和 Spearman p, 还 有 另外 一 种 相依 性 度量 ， 称 之 为 Kendall r, 
该 度量 在 数理 统计 中 是 有 用 的 .对 连续 的 (X,Y), Kendall r 定义 为 7(X,Y) = 2 x Pr[(X — 
X')(Y - Y') > 0] — 1, 其 中 (X',Y') 是 (X,Y) 的 独立 拷贝 证明 Spearman p 和 Kendall 7 
都 可 以 通过 分 布 连接 函数 来 计算 (WE). 

18. 计算 连续 同 单调 随机 向 量 的 p 和 7, 并 证 明 p = 1 或 7 = 1 蕴涵 同 单调 性 . 

19. 设 久 ~ LN(0,1), Y ~ LN(0,0°) #l r(log X, log Y) = 1. 试 确定 作为 o 函数 的 相关 系 
数 7(X,Y), 并 证 明 当 o = 1 时 ，r(X,Y) = 1; 当 co 一 co 时 ，r(X,Y) 趋 于 0. 同时 , 计算 p 
Mr. 

20， 设 随机 变量 X 和 Y 同 单调 ,证 明 Cov[X,Y] > 0. X 和 Y 能够 同时 辣 单调 且 独 立 
吗 ? 

21. Bk (X,Y) 服从 2 RESAH, (X°, Y°) 同 单调 , 且 两 向 量 有 相同 的 边际 . 证 明 X 十 Y 
和 X* + Y° 的 分 布 函数 交叉 一 次 ， 并 确定 在 何 处 交叉 . 

22， 证 明 对 于 一 对 随机 变量 (X,Y), 通过 对 Z = X 取 条 件 而 导出 的 Su = Pel (U) + 
FyL(U) 5 S=X +Y 同 分 布 . 
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第 1 章 
81.2 
1. 取 zo = E[X]. 如 果 v(x) = 2”, W Var[X] > 0. 
2. 特别 考虑 这 样 的 随机 变量 X, Pr[X = a + e] = 0.5. 
3. 利用 前 一 道 习 题 . 
4. 考察 不 等 式 Elu(X)] > Elu(Y)] 和 Efu(X)] > uw). 当 w < 625 Rt, 该 决策 者 偏好 X 
EF w. 
5. 对 (1.11) 应 用 Jensen 不 等 式 . 
6. P+ = 20; P+ 19.98. 
7. W = 161.5. 
8. JR w = 0, u(0) =0 和 wu(1) = 1, 可 以 得 到 u(2) > 2, u(4) = 2u(2) 和 wu(8) < 2u(4). 使 
Bu" (x) > 0 RR u(x) <0 的 z 是 存在 的 . 
81.3 
4 利用 limayo Peena lazione) = diotaad | 或 利用 泰勒 级 数 展开 . 
5. 见 书 末 表 A 中 的 X 的 矩 母 函数 . 
6. Px = 412.5 < Py; a > 0.008. 
7. 对 数 型 的 . 
8. a > 0.5. a 的 量 纲 为 “元 ~!”. 
9. ES. 
10. 对 数 型 效用 函数 ， 利 用 洛 比 达 法 则 . 
81.4 
1. r(d) 于 (—00, 2] 上 为 线性 的 ，r(0) = 2.5, r(2) = 0.5; (x) = 1-(4~2)?/8, 2 € [2, 4); 
T(z) = 0, x € [4, 00). 从 你 所 画 的 草图 中 可 以 看 出 r (2+0) # n (2—0). 
2. 由 (1.37) 得 fs(d) = 2(1 — d), d € (0,1); fs(d) =0, d ¢ (0,1). 
3. 利用 分 步 积分 . 
4. 利用 当 方 差 给 定时 ， 停 止 损失 是 最 优 的 ， 其 次 ， 应 用 前 一 道 习 题 . 
5. 利用 (1.38). 
6. EII(X)] = 已 [(X — d)4] +dPr(X > d). 
第 2 章 
§2.2 
1. a) E[X] = 1/2; Var[X] = 9/4; b) E[X] = 1/2; Var[X] = 37/12. 
2. E[Y] = 7/4, Var[Y] = 77/48. 
3. P+ = 5.996. 并 不 完全 . 
4. E[X] = 60; mx (t) = 0.9e° + 0.02e7% +f} 0.00008e"* dz = - +. 
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5. 对 工 = 1 和 了 = 0 取 条 件 . 

6. TX+(1- DY 中 的 了 ~ Bernoulli(0.5), X = 2, Y ~ U(2,4), HI, X MY 相互 独立 . 
7. c= 1/3, dG(1) = dG(2) = 1/2; dH (x) = dz/2, x € (0,1) U (2,3). 

8. E[T] = E[Z], ET?) # E[Z?]. 

9. N(0,q? + (1 — q)°) 和 N(0, 1). 


1. BHR 21. 

2. 乘积 运算 次 数 为 6n? — 15n + 12, n > 3. 

3. 把 (2.29) 写成 G(s; p11 + p2, 0? + 03) x f O(a; us, 03)dz. 

4. 对 第 二 部 分 ， 应 用 归纳 法 、 卷 积 公式 以 及 关系 式 (7) + ("1) = ("Z2), Yash. 


1. fs(s) = 2(e~* — e~™*); ms(t) = 72; - 3. 
3. ka = E[(X — 1)4] — 304. 
4. 有 关 矩 母 函 数 ， 见 书 末 的 表 A 和 B. 
5. &3 = 0, ka = 一 0.1. 
6. 利用 (2.48) 以 及 表 A 和 表 B. 
. WR X —p~p—X, WX KF 对称 .p= 0.4264056. 

9. (1 一 2g)/Va(1 一 q) ( 见 书 末 的 表 B). 如 果 X 是 对 称 的 ， 则 3 阶 中 心 矩 等 于 0, 所 以 
qE {0,0.5,1}. 对 q 的 这 3 种 取 值 ， 了 和 皆 为 对 称 的 . 

10. 利用 (2.49) 及 见 书 末 的 表 . 

11. 半 不 变量 是 累积 量 母 函数 中 t/j! KRY. 

12. 它们 的 概率 母 函 数 是 n 次 多 项 式 ， 只 有 当 所 有 的 系数 对 应 相同 时 , X 和 Y 的 概率 母 函 
数 才能 相等 . 

13. 证 明 X/5 和 Y/5 有 相同 的 概率 母 函 数 . 

14, 答 母 函数 的 定义 域 是 什么 ? 特征 函数 的 定义 域 又 是 什么 ? 有时， 和 矩 母 函 数 可 以 延伸 到 
所 有 的 复数 ， 例 如 指数 的 矩 母 函数 (1- t). Ele] = Elex] 蕴涵 了 该 函数 的 虑 部 为 0. 

15. 利用 上 面 第 11 题 . 条 件 Pr[Z = 0] = Pr[2 = 10] 对 于 Z 对 称 是 必要 的 ， 证 明 该 条 件 
也 是 Z 对 称 的 充分 性 条 件 . 

16. 6= ¥2. 

17. 证 明 gP) = B[X(X —1)---(X — n + 1)), 并 讨论 通常 的 各 阶 矩 可 以 从 这 些 阶乘 矩 
计算 出 来 ， 见 (2.49). 
82.5 

1. 可 以 得 到 如 下 的 结果 ， 


@ 





讨论 方法 3-0 3+0 3.5 4-0 4+0 

精确 的 .080 .019 .004 

NP .045 .023 011 

ma 042 021 010 

CLT .023 .006 .001 
es ee * On 
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2. 对 方程 2 = s 十 Y(s? 一 1)/6 求解 s. 

4， 利 用 洛 比 达 法 则 证 明 lim, yo | 9/7? + 62/7 +1 - 3/7] = 2. 取 X = (X-p/o, 
用 Px(Z* < 2] 逼近 Pr[X* < 2], 其 中 Z* = (Z — a/8)8/Ja, Z ~ T(a, 8) RAME y, 所 以 
a=1/7. 于 是 ， 当 a 一 co 时 ， 利 用 CLT  Pr[Z* < 2] + $(z). 

5. 如 果 Oy) = 1 一 e, 那么 利用 (2.62) 得 到 1 —c is 18 + 6(y + (y? — 1)/9). 进一步 可 参 
考 x? 分 布 表 . 

6. G(4.5; 4, 2) ~ 0.983. 利用 28 -T(a, 8) ~ X2(2a), 并 在 一 个 X2- 表 中 使 用 插值 法 可 以 得 
到 0.978. 精确 值 为 0.9788. 

7. 如 果 a 为 一 个 整数 ， 那 么 泊 松 分 布 可 以 用 来 表示 伽 玛 分 布 的 分 布 函数 . 

8. Gin, 4 e = 0.95 时 ， 表 给 出 28.9, (2.25) 给 出 28.59. 第 5 题 中 的 NP 近似 给 出 28.63. 

9. 安全 系数 = 21.14%. 

10. 安全 系数 = 21.60%. 

11. 当 z = -1 时 ， 平 方 根 号 下 的 表达 式 为 (3/7 一 1)? > 0. 

12. 利用 表 A 得 7 = 4,6,14,oo. 

13. 设 为 1 型 理赔 , 则 Pr[X = 0] = 1- q, Pr[Xi = j] = qip1(j), j = 1,3. 
EIS1] = 20, Var[Si] = 49.6, H&H E[S] + 1.645V VarlS]. 

14. E[VU] =T (a +0.5)/T(a) VB. (a - 0.5)P(a — 0.5) = F(a +0.5), aT (a) = F(a +1), 
所 以 P(a+0.5) + P(a)Ya-025. 已 [T3] ~ E[Y?] = (4a+2) 4a — 1; BIT4 = 16(a? +a) = 
Ely4] +2. 


§2.6 
1. 1 = O(9(d)), 其 中 02(d) = BEH d e€ [2,3]. 
2. 最 大 化 92(d). 
3. 1 — $(1.984) = .0235. 

第 3 章 

§3.2 


1. 对 Poisson(A) SMA: E[S] = Am, Var[S] = Auz, ms(t) = ex 9-9, 

2. 利用 (2.49). 

3. 记 N DESHAN, FÆ N = Bi +… 十 By, 其 中 N 是 鸟 蛋 的 个 数 ， Bi = 1 表示 
第 ;个 鸟 蛋 多 化 出 的 是 峻 鸟 ， 现 在 利用 (3.5) 来 证 明 N’ ~ Poisson(Xp). 

4. Pr[S = 0,1, 2,3,4] = e~?, 0.2e-2,0.42e-?,0.681333e-2?, 1.0080667e-2， 

5. f(4,5, 6) = 0.2232, 0.1728, 0.0864; E[S] = 3.2, Var[S] = 3.04. 

6. E[S] = 3.2 (参考 第 5 题 ), Var[S] = 5.6. 

7. 利用 数学 归纳 法 ， 或 者 通过 检验 导数 值 以 及 在 某 一 点 (如 在 x = 0) 的 什 是 否 相等 的 办 法 
来 证 明 左 边 等 于 右边 . 
$3.3 

1 考察 矩 母 函 数 ， 在 负 二 项 分 布 矩 母 函 数 中 代入 p= 1- 和 /r, 再 令 r 一 co， 利用 
lim, oo(1 ~ Mr)r =e. 


2. 在 例 3.3.1 中 如 果 A 服从 退化 分 布 ， 在 例 3.3.2 中 如 果 c | 0. 
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3. 比较 理赔 次 数 和 理赔 额 . 
83.4 

1. 见 例 3.4.3. 

2. 如 果 zl = r2, 则 该 理赔 额 发 生 的 次 数 是 Ni + No. 

3. p(0) = p(1) = p(2)/2 = p(3) = p(4). 

4. 验证 Pr[N’ = n, N — N' = m] = Pr[N’ = n) Pr[N — N’ = m) 对 所 有 的 n 和 m 成 立 . 
或 者 ， 应 用 定理 3.4.2, 其 中 zl = 0 和 za =1. 

5. 验证 Pr[M = 1) Pr[N2 = 1] = 0.3968 x 0.3792 # Pr[N; = 1, Na = ]] = 0.144. (È 
意 ， 我 们 只 对 泊 松 场合 证 明了 定理 3.4.2.) 

6. S = zlNi + 22N2 +--+, So = ON6 + 21 Ni + z+…, P Nj, Ni 一 
$3.5 

1. f(s) = [0.2f(s — 1) + 0.8f(s — 2) + 1.8f(s — 3) + 3.2f (s — 4)]; f(0) =e". 

2. 单独 验证 s = 0; 对 s > 0, 利用 (3.15) 和 归纳 法 . 

3. 检验 是 否 区 间 (a,b) 的 每 一 点 都 被 处 理 了 .绘制 一 个 草图 . 

4. 3th =1,--+,t 有 2t KREZA Ahp(h). 当 m > 上 时 tt 十 1)/2 次 而 当 m < tat 
m(m + 1)/2+ m(t— m) K. JACEE, SUR CA Rt 线性 速度 增 
加 ， 其 它 情况 下 平方 速度 增加 . 

5. EIN) = En nan = Enpi nla + b/n)gn-14 D1(n — 1)gn-1 +a + b, 等 等 

6. 在 r(2) 和 "(3) 之 间 做 插值 ， d = 2.548. (由 于 分 布 函 数 是 常数 ， 停 止 损失 保费 是 线性 
的 . ) 

7. 利用 Panjer 递归 和 插值 . 

8. S2 ~ Ni + 3Ns, 其 中 Ni ~Poisson(2), Na ~ Poisson(1)， 必 须 用 插值 来 求 分 布 函 数 
吗 ? 

9. Ap(1) = a, 2Ap(2) = 2a H p(1) + p(2) = 1 — p(0). 

10. (2.5) = 1.4014. 

11. 从 El(S — 0)+] 中 消去 (3.34). 

12. 从 El(S - (d — 1))3] - ES - d)3] = … FAB. IR pld) 为 所 要 计算 的 量 ， 则 
p(d — 1) — p(d) = 2n(d — 1) -1+ F(d — 1). 

§3.6 

1. 中 心 极限 定理 法 ，0.977; 平 换 合 玛 近似 法 0.968; NP 近似 法 ，0.968. 

2. a = 15, 8 = 0.25, zo = 一 20. NP: Fs(67.76) ~ 0.95, H Fs(E[S]+3yVar[S]) ~ 0.994 
(注意 ，5(3) = 0.999). 

§3.7 : 
1. WR S 是 一 个 以 N = 一 log(1 - g) 为 参数 的 聚合 模型 的 近似 ,证 A > a, 于 是 
E[S*] = E} jbj > E[S); 对 方差 做 类 似 处 理 . 

2. Š: E = 2.25, V = 3.6875, y = 6.416550-3 = 0.906. S ~ 复合 泊 松 分 布 , 其 中 A= 1.5, 
(1) = p(2) = 0.5, 因此 E = 2.25, V = 3.75, y = 6.7507? = 0.930. 5: a = 4.871, B = 1.149, 
To = ~1.988. S: a = 4.630, 8 = 1.111, zo = —1.917. 
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4. 第 2 种 情况 . 计算 出 的 方差 比 近 似 等 于 80%. 

5. 注意 到 这 些 项 的 第 一 个 因子 随 z 递减 . 

6. Max[S] = 3000, Max[T] = 4000; E[S] = EIT] = 30; Var[S] = 49.5, Var[T] = 49.55; 
两 者 的 理赔 次 数 分 布 均 为 B(2000,0.01) 4; S~ 二 项 随机 变量 的 加 权 和 ， T~ 复合 二 项 分 
布 . 如果 Bi ~ 泊 松 分 布 ， 则 S=T ~ 复合 泊 松 分 布 . 

7. 复合 泊 松 分 布 ， 其 参数 值 10 Pr[X > 4], 其 中 理赔 额 ~ U(0, 2000 一 8). 或 复合 泊 松 ， 参 
数值 10, 理赔 额 ~ (X 一 6)+. 

8. Pl: zfniqi(1 - q) +…; P2: EK. ARAMA TS, SH ROME RS. 

9. 用 一 个 复合 Poisson(1) 变量 来 代表 第 1 类 保单 的 理赔 ， 便 得 到 随机 变量 ~ Ni + 3NVs， 
其 中 Nk ~Poisson(qipi(k)), k = 1,3. 所 以 了 ~ Mi + 2M2 +3M3, 其 中 Mi ~ Poisson(25), 
Mz ~ Poisson(20), Ms ~ Poisson(5). Panjer: f(s) = +, hAp(h)f(s—h) = 1[25f(s — 1) + 
40f(s — 2) + 15f(s 一 3)]. 应 用 NP RÆFHMENEM. 

10. B(n,q), Poisson(ng), Poisson(—n log(1 — q)), 2. 
§3.8 

1. 还 要 利用 B[Y?] = miogy (J), 其 中 矩 母 函 数 可 以 在 表 A 中 找到 . 

2. MR X ~T (a, A), W BX ~ P(a, 1); MR X ~Pareto(a, xo), 则 X/zo ~Pareto(a, 1); 
WR X ~ LN(y,0), R e~*X ~ LN(0, 0°); MUR X ~ 1G(a, p), HM) BX ~ 1G(a, 1). 

4. 关键 的 一 步 是 对 所 有 x > 0 有 p(x) > p0)’. 

5. Pr[Z — z > y|Z > 如 =1 一 eg(z)e-oy 一 (1 一 q(z))e-ey, 其 中 g(z) = wero 
是 一 个 单调 函数 ， 满 足 9(0) = q 和 q(co) = 1. 

6. 对 数 正 态 分 布 的 中 位 数 是 e. 众 数 ， 对 = = e H f'(a) = 0. 


§3.9 
1. 1000 x 0.004; 1000 x .0070 (NP 法 ) 或 者 1000 x .0068 (FRIMEREN). 
2. 由 E[(S 一 0)+] = E[S] 出 发 做 减法 - 
3. 对 (X — u)/o (而 不 是 X) 进行 处 理 。 BUX 一 A)+]=o6(0)=…， 
4. 为 了 计算 ELS - (S — d)+)°], 3} ELS 一 中?] 进行 类 似 于 (3.29) 的 近似 . 
5. Argdi-°/(a — 1). 
6. i X = e”, 从 而 Y ~ N(u,07), 再 求 Bl(er — d)+). 
7. r(d) Fh. 
8. 在 d= 1 处 求 B[(N — d)+) 的 左 、 右 导数 . Pr[N = 1] = 0.2408. 
9. 利用 U 的 对 称 性 . 
10. 利用 习题 83.2 第 1 题 和 习题 83.9 第 9 题 . 

§3.10 


1 利用 分 布 积分 以 及 JO (u 一 二 + = 0.54. 函数 (u—t), 由 停止 损失 变换 的 两 条 切线 
组 成 . 

4. 证 明 并 利用 (z-— t) 十 (一 四 + > (e@+y-(t+d))., 再 利用 归纳 法 进一步， 利用 给 
出 的 经 验 法 则 来 验证 保费 大 致 相等. 
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5. Var[T)/Var[S] = 1.081; 对 d = 0.5,1,1.5, 分 别 有 El(T - d)+]/E[(S - d)+] = 
1.022, 1.176 和 1.221. ERB) d=0.5 ~ n+0/6,d=1ept+o,d=15 2 p42. 

6. K f(x) = E|(U — 2)4]— E[(W —2)4] M5 = 1; RIE f(z) =0, 2 < 0. 
第 4 章 






2. pn(t + dt) = pn(t) + pn(t)dt = (1 一 和 Adt)pn(t) + Adtpn-i(b， 两 边 都 表示 在 时 间 段 
(0,t + dt) 发生 n 十 1 个 理赔 的 概率 . 
384.3 
1. 进一步 参阅 (4.11) 之 后 的 注 . 
2. 利用 (4.10). 
3. 当 t<3 时 有 mx(t)<o0, 且 R=1. 
4. 0 = 2.03. 
5. c = logms(R)/R, 其 中 R= | loge|/u. 
6. 利用 Excel 的 “目标 探索 ”功能 可 以 得 到 R = 0.316. 
7. R= 1; 0 = 1.52 > 0.4 (或 者 利用 dR/d9 > 0). 

8. K1+ (1+ 6)ui.R = mx(R) = (1— R)? 中 解 出 9 和 RR, 其 中 0< R< 1; hT 
R = [3 +40 — /9+80]/[4(1+0)]. Æ R<1 必须 成 立 . 

9. 当 r <0 Mr < 6/2 时 my(r) AR, 其它 情 况 时 无 限 . 

10. 考虑 42. 然后 利用 de > 0. 
§4.4 

1. 利用 同样 的 理赔 额 和 理赔 发 生 时 间 来 比较 9 < 0 和 9 = 0 下 的 盈余 . 

2. 见 (4.23): (1+6)7? = 0.5, HH 0 =1, h 0/{(1 +0)m} = 1 BB m = 0.5, FÆ X ~ 
参数 为 6 = 2 的 指数 分 布 ， AER. RE SEN ~ IX, 其 中 I~ Bernoulli(q) 分 布 . 

3. 由 推论 4.4.2 得 尽 = 1; 否 ，(a+ pe")! 

4. 1 一 %(0) > Pr[ 在 e/c 之 前 没有 理赔 发 生 且 从 e 起 永 不 破产 ] > 0. 或 者 ，%(e) < 1, 从 
ii R> 0, Ak (4.17) 得 %(0) <1. 

5. 由 mx(6) = co 我 们 排除 R= 6; R= 0 也 不 可 能 . 然后 结合 上 题 并 观察 (0) 及 对 应 
F u WKH V(u). 

6. R=0.5; c= 2. 
84.5 

1. U(F) = -1 Plu) =e B+), Hes Ř = log(p/q). 

2. 对 于 那些 不 是 过 于 厌恶 风险 的 决策 者 来 说 ， 显 然 只 有 调节 系数 为 R 的 过 程 在 期 望 效应 
意义 下 才 是 有 利 可 图 的 . 

3. 破产 可 能 只 发 生 在 连续 时 间 模 型 中 , 而 不 发 生 在 离散 时 间 模 型 中 ; 但 反之 不 成 立 ， PrIT < 
T| = 1 表示 对 所 有 的 u 有 Plu) < vu). 

4. 利用 (4.23). (uw) < e77" = eP", 其 中 R= 1. 不 过 一 个 更 好 的 界 是 Vu) < vlu). 
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4.6 
' 1. Ra = {0-a8}/{(1—a)(1+0-a(1+6))}; 再 保 后 的 相对 安全 负荷 ，{9 一 a}/{1 一 a}. 
a 必须 满足 0<a<1l 和 a < o/g. 

2. 再 保 后 的 安全 负荷 ， {9 一 上 eej/{1 一 ee}. 

3. 4 a = 0.25 BY R= {5 一 Saj/{2(1 — a)?} 取 最 大 值 

4. R= (1— 2a)/{(1 ~ a)(3 — 4a)}, # 0 < a < 0.5. 


1. Lı ~ U(0,b); Li ~ 与 理赔 参数 值 相 同 的 指数 分 布 . 
2. L=0 意味 着 绝 不 会 到 达 初始 值 以 下 . 
3. %(0) = … 以 及 …, 于 是 …. 


1. y=1+8. 
3. R=2,0=-141/(0.5 +a). 0>0>---. 利用 当 wW(0) < 0 Bt y(u) MWR. 
4. y(u) = $e? + $e 
5. e7"; I ~ Bernoulli(}). 
6. y(u) = $e- os we’ 8u, 
7. y(u) = ge“ — de“. 
8. 可 以 得 到 一 个 非 增 阶梯 函数 ， 见 (4.28). 具有 这 种 结构 的 密度 函数 是 一 些 U(0,z) 分 布 
的 混合 ， 单 峰 ， 众 数 为 0. 
10. p(x) = 2(e~* — e~**); 注意 R= 2.5 时 . 


11. c= c1 +2, A= Ar + Az = 9, p(z) = ipi (2) + Spa(z) = …, 等 等 . 
§4.9 

1. 8 = E[L)/{E|L] — (1 + 6)E7(L)}; a = (1 + 6) GEIL}. 
第 5 章 
§5.2 


1. 对 (5.6) 求 导 并 令 其 等 于 0. 
2. 组 合 保费 = 49.17; 最 优 的 u = 104.21; 最 优 的 R = 0.0287; A 和 B 的 保费 分 别 为 5.72 
和 1.0287 (方差 保费 ), 5.90 和 1.0299 (指数 保费 ). 
§5.3 
< (a) 1; (b),(©),(4) 1+; (e) —log(1—a)/a; (h) — loge; (i) 00; (j) (1 一 用 
. 验证 (a?x'[X;a])! = aVar[Xa], 其 中 Xa 表示 X 的 参数 为 a > 0 的 Esscher 变换 , 
如 果 N ~ Poisson(à), X ~ T(a, 8), 则 保费 是 1.1Xa/E. 
< Almx(y) — 1). 
. ABIL + 3(1+ oa)]. 
. Kx (h) = log Ble**], 等 等. 
参数 值 不 同 ， 但 仍 属于 同一 个 族 . 
注意 到 Esscher 保费 的 导数 = Esscher 变换 的 方差. 
.AE[XehAx]. 
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10. 利用 习题 85.3 第 6 题 和 Taylor 展 式 . 
11. 利用 Ele**] > e°®-9 Pr[X > b- e}. 
85.4 
3. 这 样 的 一 个 混合 是 可 加 的 . 
4. X MY 不 是 正 相关 的 ; 利用 |r(X,Y)| < 1. 
35.5 
2. Cauchy-Schwarz 不 等 式 ， 从 一 般 的 数理 统计 教科 书 都 可 以 找到 . 
第 6 章 
§6.2 
1. 45%; 760% 和 900%. 
86.3 
1. 阅读 (6.8) 前 面 的 文字 . 
2. P? 的 所 有 的 行 均 为 (p,pg,g2?). 
3. l(00) = (p,q), e(A) = Ae~*(c — a)/[e(1 — e~*) + ae). 
4. 利用 b(A) > (c — 6)(1—e~™), HERI u > 0# ue™/(1— e™) = u/(e* — 1) < 1. 
当 b < c HA RNA e(A) = 1. 
7. a = 0.3. 
8. e(0.050) ~ 0.50. 
9. s/(1 —t) = p/(1 - p). 
第 7 章 
§7.2 
1. 建立 这 些 协 方差 关系 式 的 根本 依据 在 于 Cov[Si + Sa, + Eju] 4 i 关 7 时 等 于 o; 当 
i=j 且 + 关 时 等 于 ai M4 i=j H t= uF ats? 
4. a) BME Var[{Xj,r41 -m — 5} + {m +3; — 2X; — (1 — 2)X}}. b) z(X; - X). 
5. az +a(1 — z”)/(Jz); 8 +a(1 — z){1 + (1 — z)/(Jz)}; a(1 — z){1 + (1 — z)/(Jz)}. 
6. 2X; + (1 — 2)X/[1 + a/(Jzm?)] < (7.9), 从 而 偏 小 . 
7. 缴纳 的 保费 总 和 是 JX. 
8. 利用 E(X; - X)] = (a+ 8?/T)(1 — 1/J) 和 E[(X;: — X5)*] = 8°(1- 1/7). 
9. & HEY — p)"] = 0 或 计算 ERY 一 由 + (一 可 = 
10. 对 角 分 块 为 一 些 矩阵 aJ + 971, 其 中 了 是 单位 阵 ， J 的 元 素 全 为 1. 
§7.3 
1. 对 Cov[X, Y|Z] = E[XY|Z] — E[X|Z]E[Y |Z] 取 期 望 . 
87.4 
1. 该 约 东 最 小 化 问题 的 拉 格 朗 日 目标 函数 是 D, ats? /w — 2AXaz 一 1). 对 每 一 个 i, OK 
于 as 的 导数 为 0 得 到 ai/ws = Ms?. 或 者 DY, a? /we DD,({at — we/we} + we/we)?/we = +++. 
2. 见 本 节 末尾 的 注 . 
3. 仿 定理 7.4.1 的 证 明 ， 从 m (而 不 是 m +E) 的 一 个 线性 预测 量 的 MSE 出 发 . 
4. 类 似 于 定理 7.2.4; 利用 习题 87.2 第 9 题 . 
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9. URE 7.4.3, 
10. Ž =8, à = 11/3 > F=--- > mF Sy = 12.14, 13.88, 10.98. 
87.5 
1. 写 下 似 然 函 数 ， 然 后 取 对 数 ， 再 求 导 并 令 导 数 为 0. 
2. 利用 Bayes 法 则 . 
3. 利用 习题 87.3 第 1 BIR Cov[Ki, K2]. 
4. 求 密度 函数 的 导数 并 令 其 为 0. 
5. & = 1.6049; 7 = 15.8778; x? = 0.21. 
6. 利用 A = E[N]A]. 
第 8 章 
§8.2 


mipil — pi). 参见 表 E. 
; 偏 度 = 2VF. 


+ Mis Dis His Hi; His Dipti; His Wend; 
2. 变异 系数 = 标准 差 / 均值 = - 





4. 常 值 变异 系数 . 
6. 关于 ziy; 求 得 相同 的 值 ， 但 x? 值 为 原 值 的 1/10. 
8. 对 于 Bailey-Simon 方法 ， 该 残 差 之 和 取 负 值 ， 对 于 边缘 总 和 法 ， 该 残 差 之 和 为 鹤 ， 


1. 上 上 与 此 可 分 别 在 (8.22) 中 令 ji = 应 和 pu = ys 得 到 . 
3. 在 (8.11) 中 对 与 j 两 者 求 和 . 


3. IXCVIIICVIICIVCI. 
4 有 一 个 常数 项 ， 对 于 年 龄 类 、 地 区 与 性 别 分 别 有 4 个 、 2 个 与 1 个 额外 的 参数 . 


L 自 elg = 25 出 发 ， 交 换 积分 与 求 偏 导 的 运算 顺序 . 
2. 参见 例 8.6.3. 
3. 利用 Be = pE Oe =…, 参见 (8.47). 
5. HF y =b'(0) = …, 运 用 =0. 
6. 在 log fy(y;0, Y) 中 分 别 令 9 = 6, $ 0 = Ô, 见 (8.29) X, FÆR (8.21), (8.23) 与 
(8.26). 
7. E b(9) 与 O(u) 推导 1(0(u)). 
8. 计算 密度 或 比较 矩 母 函数 . 
第 9 章 
§9.1 
1. 24. 
89.2 
2. LN(Uu 0?) 分 布 的 众 数 为 ex-"”, 见习 题 83.8 第 6 题 . 
5. 参见 前 一 章 . 
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59.3 

1. 在 第 一 个 模型 中 以 aiy”! 置换 ai. 

2. 当 t>4 时 ，3(t 一 1) <t(t+1)/2. 

4. (9.13) 蕴涵 Xi. = 102.3 x 1.00 x 1 x 0.42° = 102.3; (9.14) BH Xi = 101.1. 

5. 利用 Dz Pt = (1-8). 

第 10% 
§10.2 

1. 利用 定理 10.2.3. 

2. 利用 前 一 道 习题 ， 或 利用 伽 玛 分 布 的 性 质 . 

3. 对 适当 选取 的 Bernoulli 随机 变量 ， 比 较 B 与 AiB. 

6. MF i = 0,1,2,3, 验证 Fy(i) > Fu (i). 

7 RY = XX+ 了 其 中 了 = 1(X) 4 X € {0,2} 时 为 0, 否则 了 = 1， 或 者 画 出 概率 
Pr[X =i, Y = j] 的 表格 ， 使 得 边际 概率 满足 要 求 ,并且 Pr[X =i,Y = j] =0, Vi > j. 

§10.3 

1. 考察 概率 函数 之 比 ， 为 回避 收敛 性 问题 ， 把 停止 损失 保费 按 如 下 方式 写成 有 限 项 之 和 ， 
PY =E- 

2. 利用 前 一 习题 与 习题 $10.2 第 3 题 . 

3， 利 用 对 任意 非 负 的 z, y 和 由 有 (z+3 一 d)+ < (z 一 3d)+ + (y 一 3d)+， 由 此 得 
已 (Xi + X2 — d)+] < 2E[(X1 — 0.5d)4] = E[(2X1 — d) +); 独立 性 不 是 必要 的 . 

4. El(X ~ a1)+] = El(Y — a1)4], E(X ~ as)+] = 已 (Y — as)+]; 所 以 已 (X -四 +] 与 
EY 一 d)+] 不 可 能 交叉 ， 或 分 布 函数 交叉 一 次 ， 概 率 密 度 (或 概率 函数 ) 交叉 两 次 .反例 可 参 
见 例 10.4.2. 

5. & G(x) = p, ze (a,b); F(zo +0) > p, F(zo — 0) < p. SUF (-00,20) 上 有 已 <G， 
于 (zo,co) 上 有 F >G. 注意 除非 F =G, F > G 处 处 成 立 ， 而 F < G 不 可 能 处 处 成 立 ， 否 
则 会 导致 均值 不 同 . 

7. 如 果 H X U(0,3) 的 分 布 函数 ， 那 么 考虑 如 下 的 G: 于 (-oo,1.5) 上 ，G = F; 于 
[1.5,00) 上 1G=H. 

8. 见 第 4 题 . 

9. a) 考虑 概率 函数 之 比 ， b) 对 Poisson(E[M]) 分 布 应 用 a). 

14. 考虑 my (t) 一 mx (t) 的 级 数 展开 . 

15. F, S, F. 

16. %4 d> 0.5 Bt, V <sr W. %4 d< 0.5 时 ， 不 可 能 有 V <sr W. 如 果 BIW] < B[V] 
(因而 d <1- V172), 那么 W <sr V, 因为 分 布 函数 交叉 一 次 . 

17. 见 定理 10.6.2. 

18， 由 前 面 的 习题 得 X! <sL X2 <sL Xs <sL Xs. 由 扩散 性 ， X。<sr Xs. 因为 
Var[Xs] > Var[Xs], 但 Pr[Xs > 15] > 0, 所 以 Xs Kst Xs 和 Xs XsL Xs; 类 似 的 结论 对 Xa 
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也 成 立 .为 证 明 指数 序 不 成 立 ， 考 虑 e('- (2/3 + 1/3est] 24 t 一 oo 时 的 极限 ， 或 利用 类 似 
于 上 面 的 讨论 . 

19. 否 [Xp] = 1. Xp 的 矩 母 函数 为 {1 t+ tzp(1 一 中 }-1. 利用 (pY -d)+(1- 
p)(Z — d))+ < p(¥ ~ d)+ + (1 — p)(Z — d)+, E[Xp|X1a] = Xij2 以 及 推论 10.3.3. 

20. AA G 和 V 分 别 是 理赔 分 布 为 FO 的 复合 分 布 的 分 布 函 数 ， 所 以 确定 qg 使 得 
(go,q1, 92) <sx (1/4, 1/4, 1/4, 1/4). 

21. 把 有 关 项 进行 归 类 ， 记 S2 = 2N2+---+5Ns, Sı = Ni + So. 或 利用 Ss ~ So, 其 中 
Ss 为 一 个 复合 泊 松 分 布 ， 参 数 As = 5, 理赔 概率 函数 pa(z) = 1/5, z = 0, 2, 3, 4, 5. 注意 ， 只 需 
要 比较 具有 相同 参数 和 的 复合 泊 松 分 布 . 

22. E(X] = E[Y] 排除 了 一 般 随机 序 存在 的 可 能 ， 由 凸 性 得 E[(Y 一 d)+] = HEX 一 
d)4) + E[(ZX — d)+)} = E(X — 2d/3)4] + 4E[(X — 2d) 4] > EI(X —d)+] 

23. 入 = 0; 入 使 得 e- < 1/4 和 (1+ A)e™ < 3/4, 因此 .…; 入 > 1. 

25. MUR pj < 五 < pr, 那么 分 别 用 Bi ~Bernoulli(p) 和 By ~Bernoulli(p; + pk — p) HR 
A; 和 Ax, 并 利用 习题 810.3 第 8 题 . 归纳 法 证 明 . 

26. 考察 何 时 概率 函数 交叉 一 次 ， 何 时 交叉 两 次 . 当 p> > $ R (1 - p)5 > 2 时 存在 一 般 
随机 序 关系 ， 当 p“ > 4 (因而 p > 0.699) 时 存在 停止 损失 序 关系 ， 当 p < 0.5 时 存在 反 向 停止 
损失 序 RR. 证明， 当 pe (3#, /1/6) 时 ，X <sLY RY <s X 不 能 成 立 . 
$10.4 

1. 分 布 函数 关于 p 与 上 单调， 停止 损失 保费 为 pue”. HHH pu 保持 不 变 时 ， 分 布 在 
停止 损失 序 意义 下 关于 u 单调. 

2. 利用 前 面 建立 的 有 关 二 项 分 布 之 间 序 关系 的 结果 . 

3. mm (log mx (t)) < mm (log my (t)) < my (log my (t)), t > 0. 

4. X S.Y. 

6. 由 (3.82) 可 知 ,根据 较 大 的 偏 度 蕴涵 较 厚 的 尾 这 一 事实 来 推断 停止 损失 保费 也 较 大 是 不 
正确 的 . 

7. 首先 证 明 如 果 在 每 一 类 中 只 有 一 个 保单 (而 不 是 1000 个 保单 ), 则 S <sr T. 

8. 比较 均值 ， 即 停止 损失 保费 于 d = 0 点 的 值 ， 以 及 比较 当 d 较 大 时 停止 损失 保费 . 

9. 见 本 节 最 后 一 句 话 . 

10. mx(t) — my(t) =--- 

§10.5 

1. 如 果 E[(X—d)4] > E[(Y —d) +), 那么 根据 X 的 停止 损失 变换 的 形式 可 知 B[(X-t)4] > 
ENY — t)+) 对 所 有 的 上 成立， 考虑 到 (3.82), 这 和 X 与 Y 的 同 均值 、 同 方差 条 件 相 矛 盾 . 

3. 如 果 (10.36) 能 够 应 用 ( 即 对 应 的 条 件 满足 ), 则 由 (10.36) 决定 的 两 点 分 布 的 停止 损失 保 
BK. BM, ABM {0,0} 和 {b,b} 对 应 的 随机 变量 的 停止 损失 保费 中 最 大 的 . 

5. 分 别 为 {6,5} 与 {0,0}. 把 3 MEA t= (d—p)/o 表示. 

6. HF d= 0 Ml d=b, H348 E(X — d)(X — d)?). 

7. 利用 分 散 与 集中 的 方法 ， 方 差 ， 和 E?[Y], 和 AE[Y?], AbE[Y]. 
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§10.6 

3. X ~ Bernoulli(0.5), Y = 1. 

4, 由 经 验 法 则 3.10.1, 停止 损失 保费 之 比 大 约 为 5 : 3. 

6. 仅 证 必要 性 . 假设 结论 不 成 立 ， 则 在 同 单调 分 布 函 教 H(z,y) = min{Fx(x), Fy (y)} 
支撑 集中 存在 某 点 (z,y), z > y, 使 得 我 们 一 定 有 H(z,y) > H(y,y). 但 这 是 不 可 能 的 ， 因 为 
Fx(y) > Fy (y). 

7. 在 联合 概率 函数 表格 中 ， 每 一 行 和 每 一 列 恰 有 一 个 元 为 正 。 所 有 取 值 为 正 的 元 构成 一 条 
对 角 线 . 

10， 给 定 Z = z, X 的 条 件 分 布 仍然 是 正 态 分 布 ， 参 数 分 别 为 E[X|2 = 2] = E[X] 十 
P$% (z — E[Z]) 和 Var[X|Z = 2] = o%(1 — p°), HH p = r(X, Z). 

12. Prlgi(U, Z) < 2] = J Pr[Fxjz_.(U) < zldFz(z) =---. 

13. Pr[X < zlY < y) = Pr[X < z,Y < y)/Pr[Y < y) > …, 因此 , …. 

14. 利用 Pr[X < z1, X < z2) > Pr[X < 21) Pr[X < z2), 并 对 了 = y 和 Z = z 取 条 件 . 

15. 4 ja] < 1 BY, 证 明 C(1,1) = 1, c(w,v) > 0, BARAM EA U(0,1). 为 确定 X 和 
Y 之 间 的 Spearman 秩 相关 系数 ， 计 算 Sf uv clu, v)dudv 以 证 明 该 系数 为 a/12. 

16. Pr[X < z,Y < y] = Pr[Fx(X) < Fx(z), Fy (Y) < Fy (y)]. 

17. Pr[(X — X')(¥ —¥") > 0] = 2 f Pr[X <z,Y < y|X' = z,Y' = yldF(z,y). 

18. p= 1 Al 7 = 1 MOT HE. 

19. r(X,Y) = {e” — 1}/V(e7 —(e=1). 因为 当 o 一 oo 时 ， 有 r(X,Y) | 0, 所 以 存 
在 完全 相依 的 随机 变量 ， 其 相关 系数 可 任意 接近 于 0. 但 对 任意 o, p = = 1, 因此 Kendall 7 
与 Spearman p 相依 度量 比 Pearson 相关 系数 表现 得 要 好 . 

20， 考 虑 凸 函数 f(z) = 1. 对 所 有 的 z 和 y, Pr[X < zjPrlY < y) = min{Pr[X < 
2], Pr[Y < y]} 成 立意 味 着 什么 ? 

21. ME X +Y 和 X°+Y° 的 分 布 . 

22. 对 X = z 取 条 件 ， 则 5 的 第 一 项 以 概率 1 等 于 z, 第 二 项 的 分 布 即 为 给 定 X = = 之 
FY 的 条 件 分 布 . 
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第 1 章 

精算 领域 里 有 关 效 用 理论 和 保险 的 基本 内 容 可 追溯 到 Borch (1968, 1974). 效用 概念 的 基 
本 思想 可 回潮 到 Von Neumann, Morgenstern (1944). Allais (1953) 描述 了 Allais Hit. #3 
一 个 保单 组 合 的 稳定 性 ( 见 第 5 章 ) 可 以 在 Biihimann (1970) 中 找到 最近， 精算 文献 中 出 现 
了 基于 Yaari 风险 对 偶 理 论 的 风险 的 另 一 种 排序 . 参考 文献 有 Wang, Young (1998) 和 Denuit 
# (1999). 不 论 是 效用 理论 还 是 Yaari 的 对 偶 理 论 都 可 以 用 来 构造 金融 与 保险 中 的 风险 度量 ， 
这 些 度量 在 偿付 能 力 框架 里 是 重要 的 ， 见 Wason 等 (2001). 
第 2 章 

个 体 风险 模型 方面 好 的 参考 书 有 Gerber (1979) 和 Bowers 等 (1986, 1997). 自从 Panjer 
(1981) 创新 性 工作 发 表 以 来 ， 人 们 已 给 出 了 许多 用 以 计算 个 体 风 险 模型 分 布 的 递 推 关系 式 ， 见 
Sundt, Jewell (1981)， 有 关 不 同方 法 方面 的 一 个 综述 ， 可 参阅 De Pril (1986) 和 Dhaene, De 
Pril (1994). 
第 3 章 

关于 聚合 模型 的 内 容 取材 于 提 及 的 教科 书 见 Bowers 等 (1986, 1997). 早期 的 文献 有 Beard 
等 (1977，1984), 其 中 包含 了 大 量 有 关 NP 近似 法 的 内 容 ， 其它 相关 的 参考 书 有 Seal (1969), 
Biihlmann(1970)，Gerber(1979)，Goovaerts 等 (1990), Heilmann (1988), Sundt (1991) 以 及 
近来 的 Rolski 等 (1998). 在 聚合 模型 中 人 们 假设 理赔 额 是 相互 独立 的 ， 一 个 新 的 趋势 是 研究 相 
依 风险 的 和 (可 参阅 Dhaene 等 (2002a,b)). Hogg, Klugman(1984) 是 一 本 从 统计 角度 研究 损失 
分 布 的 教材 . 此 外 ， Ter Berg(1980a, 1980b, 1994) 给 出 了 逆 高 斯 分 布 在 精算 学 中 的 一 些 应 用 . 
第 4 章 

破产 理论 最 初 由 Cramér (1930, 1955) 和 Lundberg (1940) FA, BP BE AY ROT HEH 
Gerber (1979) 给 出 ， 破 产 概率 作为 一 个 稳健 性 准则 由 Biihlmann (1970) 描述 ， 在 金融 保险 建 
模 领域 一 本 必 读 的 教科 书 是 Beekman (1964), 该 书 给 出 了 Poisson 过 程 和 Wiener 过 程 之 间 的 
联系 ， 近 期 的 文献 还 有 Embrechts ¥ (1997). 从 Goovaerts, De Vijlder (1984) 算 起， 在 破产 
概率 的 数值 计算 方面 已 有 大 量 论文 发 表 ， 在 离散 分 布 场合 关于 破产 概率 的 计算 程序 (4.49) 可 以 
在 Gerber (1989) 中 找到 . 
第 5 章 

本 章 有 关 离 散 破产 模型 保费 原理 的 内 容 基 于 Biihlmann (1985); 有 关 通 过 联营 来 降低 保险 
风险 的 内 容 基于 Gerber (1979). X 20 世纪 70 年 代 ， 保 费 原理 曾 是 精算 研究 的 一 个 热门 课 
题 .该 研究 的 理论 基础 是 Biihimann (1970). 相关 文献 有 Gerber (1979, 1983) 和 Goovaerts 
等 (1984)， 那 一 阶段 研究 的 主要 是 带 有 独立 理赔 的 经 典 风险 模型 ， 人 们 首先 给 出 若干 关于 保费 
原理 应 该 满足 的 公理 体系 ， 然 后 由 这 些 体系 出 发 推导 出 不 同 的 结果 . 研究 表明 ， 不 存在 统一 的 
公理 体系 适用 于 一 切 的 保险 情形 .对 独立 风险 来 说 ， 次 可 加 性 的 经 济 原理 是 恰当 的 ， 而 在 有 些 
场合 下 只 有 超 可 加 性 才 是 恰当 的 .例如 我 们 考虑 地 震 保险 ， 承保 两 个 不 相关 的 地 震 风 险 的 保费 
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可 以 等 于 或 者 略 小 于 单个 保费 的 和 ， 而 当 这 两 个 风险 相关 时 ， 从 保险 的 角度 来 说 总 保费 就 要 大 
于 单个 保费 的 和 ， 保费 原理 以 某 种 方式 提供 一 个 绝对 的 量 ， 即 保 户 为 了 规避 风险 而 不 得 不 付 的 
价格 ， 另 一 方面 ， 在 金融 领域 出 现 的 风险 度量 只 是 相对 的 ， 它 们 只 用 来 为 风险 划分 等 级 ， 保 费 
原理 的 一 些 属性 也 用 来 推导 合适 的 金融 风险 度量 ， 不 过 这 样 处 理 时 风险 的 相依 结构 常常 被 忽略 
了 .关于 保费 原理 最 近 的 一 些 工作 请 参阅 Wang (1996). 关于 Wang 类 保费 原理 的 刻画 请 参阅 
Goovaerts, Dhaene (1998). 
第 6 章 

关于 奖惩 系统 的 理论 和 实际 研究 的 先驱 性 工作 ， 人 们 可 以 在 Bichsel (1964) 和 Loimaranta 
(1972) 中 找到 . 此 外 ， Lemaire (1985) 给 出 了 奖 悉 系 统 在 保险 领域 全 面 的 描述 .文献 Frangos， 
Vrontos (2001) 尝试 引入 基于 理赔 强度 和 理赔 大 小 的 惩罚 系统 .本 章 介绍 的 荷兰 奖惩 系统 完全 
基于 De Wit 等 (1982). 此 外 ，Denuit, Dhaene(2001) 考虑 了 非 对 称 损失 函数 情形 的 奖惩 系统 . 
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关于 信 度 理论 一 般 性 的 概念 可 以 追溯 到 Mowbray (1914) 和 Whitney (1918). 完整 的 理论 
基础 由 Biihlmann (1967, 1969) 奠定 。 有 多 种 方法 可 以 用 来 引入 信和 度 理论 的 概念 ， 最 初 的 想法 
是 引入 一 个 风险 参数 O, 该 风险 参数 被 假设 为 一 个 随机 变量 ， 用 以 刻画 某 个 隐 含 的 风险 属性 ， 
并 且 使 用 最 小 二 乘 误差 准则 ,如 De Vijlder (1996) 的 介绍 ， 对 数学 要 求 更 高 的 一 些 手 法 要 用 到 
Hilbert 空间 中 投影 理论 ， 当 然 这 些 手法 都 是 对 相同 现象 的 等 价 描述 ， 本 书 从 教学 出 发 ， 介 绍 的 
手法 基于 一 个 常常 在 经 济 计 基 学 中 过 到 的 方差 分 量 模型 . 除了 简明 、 优 雅之 外 , 这 一 方法 在 正 态 
场合 还 清晰 地 给 出 了 与 ANOVA 之 间 的 关系 ， 关 于 方差 分 量 模型 的 教科 书 有 Searle 等 (1992). 
我 们 局 限于 一 些 基本 的 Biihlmann 信 度 模型 ， 这 是 因为 这 些 模型 已 经 使 得 我 们 可 以 亲 述 信 度 理 
论 的 一 切 相关 概念 了 (包括 非 齐 次 性 和 参数 估计 等 ). 关于 信 度 的 更 完整 的 处 理 ， 我 们 建议 阅读 
Dannenburg 等 (1996) 或 Dannenburg (1996) 的 博士 学 位 论文 ， 前 者 是 本 书 第 7 章 的 基础 . 
关于 奖惩 系统 的 一 个 凭借 信 度 理论 的 解释 最 初 由 Norberg (1976) 给 出 ;在 负 二 项 模型 下 的 有 关 
论述 请 参阅 Lemaire (1985). 
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广义 线性 模型 最 初 是 由 Nelder, Wedderburn (1972) 的 论文 引入 的 , 此 文 对 于 相当 广泛 的 一 
类 统计 模型 给 出 了 一 个 统一 的 描述 ， 这 些 模型 均 可 表 为 具有 如 下 性 质 的 指数 族 型 的 随机 回归 ， 
它们 的 均值 借助 某 种 颇 为 任意 的 联结 函数 而 和 回归 基 的 线性 形式 相 联系 ， McCullagh, Nelder 
(1989) 的 教材 包含 了 保险 费 率 厘定 的 若干 应用， 广义 线性 模型 应 用 的 更 具 可 读 性 的 介绍 是 由 诸 
如 SAS 和 GLIM 的 手册 提供 的 , 详 见 Francis 等 (1993). 本 章 所 给 出 的 一 些 直观 方法 详 见 Van 
Eeghen 等 (1983)，Alting von Geusau (1989) 尝试 用 一 个 组 合 的 可 加 / 可 乘 模 型 去 拟 合 健康 
保险 数据 . 
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对 于 IBNR 问题 最 初 的 统计 处 理 可 以 追 淹 到 Verbeek (1972), 另 一 篇 早期 文献 是 De Vijlder, 
Goovaerts (1979), 此 文中 阐明 了 该 问题 的 三 维 性 . 各 种 模型 的 一 种 百科 大 全 式 的 处 理由 Taylor 
(1986) 给 出 。 Verrall (1996, 2000) 探索 了 IBNR 问题 与 广义 可 加 和 广义 可 乘 线性 模型 之 间 的 
联系 ， 超 越 链 梯 法 的 模型 是 由 Mack (1993) 给 出 的 、 对 于 由 行 与 列 因子 解释 的 具有 对 数 正 态 索 
赔 额 的 模型 ，Doray (1996) 给 出 了 IBNR 索赔 的 均值 与 方差 的 一 致 最 小 方差 无 偏 估计 . 尽管 上 
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确定 流量 索赔 的 经 济 值 ， 此 时 需 考虑 折扣 因素 . 统计 框架 给 出 了 作为 现金 流 的 外 插 索 赔 数 字 ， 
而 日 历年 则 确定 地 变 成 有 别 于 发 展 年 与 起 始 年 的 另 一 实质 性 因素 ， 因 为 它 包含 了 通胀 与 折扣 . 
有 关 这 一 不 同 途径 的 讨论 可 参看 Goovaerts, Redant (1999). 
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精算 学 中 停止 损失 序 是 由 Biihlmann 等 (1977) 引进 .在 统计 文献 有 关 凸 序 的 研究 中 ， 有 
许多 结果 推广 了 停止 损失 序 (例如 ,参见 Karlin, Studden (1966)). 随机 序 方面 一 本 标准 的 参考 
书 是 Shaked, Shanthikumar (1994). 随机 序 在 运筹 学 和 可 靠 性 里 的 应 用 可 以 在 Stoyan (1983) 
中 找到 ， 近 年 来 ， 凸 序 的 概念 已 被 用 于 研究 保险 的 金融 方法 中 ， 在 这 里 保险 风险 与 金融 风险 相 
EMR. 研究 的 对 象 是 相依 风险 之 和 最近， 人 们 发 现 了 一 些 很 有 趣 的 性 质 ， 这 些 性 质 将 发 表 于 
本 书 作者 今后 所 著 的 书 中 ， 同 单调 风险 在 这 些 相依 模型 中 扮演 了 重要 角色 .这 方面 的 综述 可 见 
Dhaene 等 (2002). 

文献 中 有 些 论著 也 涉及 到 第 10 章 的 内 容 ， 例 如 ， 基 于 博士 论文 Van Heerwaarden (1991) 
而 写成 的 专著 Kaas 等 (1994), 同样 参见 Goovaerts 等 (1990) 相应 的 章节 . 
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HEC 标准 正太 分布 的 分 布 函数 F(x) 及 停止 损失 保费 r(z) 


十 0.00 十 0.05 十 0.10 十 0.15 十 0.20 
P(x) rlz) Plz) rz) Pz) alz) Sz) rz) Sz) rz) 
0.00 0.500 0.3989 0.520 0.3744 0.540 0.3509 0.560 0.3284 0.579 0.3069 
0.25 0.599 0.2863 0.618 0.2668 0.637 0.2481 0.655 0.2304 0.674 0.2137 
0.50 0.691 0.1978 0.709 0.1828 0.726 0.1687 0.742 0.1554 0.758 0.1429 
0.75 0.773 0.1312 0.788 0.1202 0.802 0.1100 0.816 0.1004 0.829 0.0916 
1.00 0.841 0.0833 0.853 0.0757 0.864 0.0686 0.875 0.0621 0.885 0.0561 
1.25 0.894 0.0506 0.903 0.0455 0.911 0.0409 0.919 0.0367 0.926 0.0328 
1.50 0.933 0.0293 0.939 0.0261 0.945 0.0232 0.951 0.0206 0.955 0.0183 
1.75 0.960 0.0162 0.964 0.0143 0.968 0.0126 0.971 0.0111 0.974 0.0097 
2.00 0.977 0.0085 0.980 0.0074 0.982 0.0065 0.984 0.0056 0.986 0.0049 
2.25 0.988 0.0042 0.989 0.0037 0.991 0.0032 0.992 0.0027 0.993 0.0023 
2.50 0.994 0.0020 0.995 0.0017 0.995 0.0015 0.996 0.0012 0.997 0.0011 
2.75 0.997 0.0009 0.997 0.0008 0.998 0.0006 0.998 0.0005 0.998 0.0005 
3.00 0.999 0.0004 0.999 0.0003 0.999 0.0003 0.999 0.0002 0.999 0.0002 
3.25 0.999 0.0002 1.000 0.0001 1.000 0.0001 1.000 0.0001 1.000 0.0001 
3.50 1.000 0.0001 1.000 0.0000 1.000 0.0000 1.000 0.0000 1.000 0.0000 








附 表 D ”标准 正 态 分 布 的 几 个 代表 性 分 位 点 


x 1.282 1.645 1.960 2.326 2.576 3.090 3.291 3.891 4.417 
P(x) 0.900 0.950 0.975 0.990 0.995 0.999 0.9995 0.99995 0.999995 
一 一 一 一 一 


PAM D 的 使 用 举例 ，56(1.17) ~ 0.68(1 + 0.15) +0.48(1 + 0.20) ~ 0.879; 
$7 (0.1) = -1.282; $(-z)=1- #(z); mr(-z) =247(2). 


NP 近似 : 如 果 S 的 均值 为 u, HEN 0? 且 偏 度 为 y, 则 





和 


Pr ot <s+ l- 9| = (8). 


平移 例 玛 近似 : 如 果 G(.; a, B) AMSA, Mi 


PiS <2] = Gle- zoia) HH a= hibs irony Z. 


2 
y 





- 230 - 附 表 


HRE ”借助 常规 参数 表述 的 GLM 中 指数 散布 族 的 主要 子 类 ， uo 与 9,9 重新 参数 化 ， 





若干 其 他 性 质 
人 
Tenens 典 则 联结 O(n) = V( = 6"(8(u)) 
N(u, 0?) 了 ee g=0? g 
6(u)= p 0 
1 
Poisson (j1) ene g=1 e 
y =0,1,2,--- O(n) = logy e 
H 
Poisson(1, 6) en w/o uree (ut) = log px e 
y = 0,6, 29,--- e 
H 
B(m,p) (n\n -pr  ġ=l;u=mp mlog(1 + e°) 
y=0,-++,m Olu) = log A> ae 
Mi- £) 
NB(r, p) (a= "\pra -p $= p= ee -r log(1 ~ e°) 
y=0,1-- o(p) = log = co 
u(l+ £) 
T(a, 8) mye $= 二 ;p= 入 ~—log(-0) 
y>0 Ou) = 一 =$ 
p? 
IGla p) Sopa b= Si pag -v= 
y>0 Olu) = 一 az mr 





安全 附加 系数 , 98 

Á, 110, 111 

百分比 保费 原理 , 92 

半 不 变量 , 26, 33, 34, 47, 149, 150, 153, 
210 

ABBE, 136, 137, 139 

被 限制 浮动 信 度 理论 , 109 

比例 偏差, 132, 141-143, 145, 146, 155, 
156 

比例 再 保险 , 1, 10, 11, 13, 74~76, 86, 181, 
204 

变异 系数 , 13, 63, 131, 133, 143, 155, 168, 
217 

标准 差 保费 原理 , 91, 99 

标准 差 保费 , 90 

标准 联结 , 152~154 

保费 原理 , 88, 91,92, 94 

边际 效用 , 3, 5, 13, 91 

边缘 总 和 , 138, 152, 153, 155, 161~ 163, 
217 

泊 松 乘 数 , 147, 150, 153, 155 

泊 松 分 布 , 24, 27-30, 33, 36, 40, 42, 44, 
48, 50, 60, 62, 63, 67, 93, 98, 105, 110, 
117, 124~127, 130~133, 136-139, 142, 
143, 147, 148, 150, 151, 161, 163, 165, 
167, 169, 175, 181, 185, 205, 207, 218, 
228, 230 

泊 松 过 程 , 34, 66-68, 70, 72~74, 77, 
84-87, 124, 126 

不 变性 , 92, 171, 178, 180, 204 

不 完全 信息 , 187 


引 


布朗 运动 , 199 

FRE, 132, 134 

超额 损失 再 保险 , 53, 74-76, 86, 181, 184, 
204 

超 散 布 泊 松 分 布 , 143, 150 

超 散 布 性 , 169 

充分 统计 量 , 127, 153 

纯 保 费 原理 , 91, 93, 94 

纯 保 费 , 1, 6-8, 13, 88, 90~93, 106 

次 可 加 性 , 99 

大 数 定律 , 172, 187 

等 价 原理 , 91 

典 则 联结 函数 , 147, 152 

典 则 联结 , 132, 133, 152~154 

调节 系数 , 65, 68-70, 73~76, 85~87, 89, 
181, 182, 206 

单 参数 指数 簇 , 147 

对 数 分 布 , 40 

对 数 联结 , 160, 163 

对 数 效用 , 5, 209 

对 数 正 态 分 布 , 34, 51, 63, 85, 169, 199, 
200, 208, 217, 227 

多 重 共 线性 , 135, 165 

二 项 分 布 , 27, 33, 45, 60, 98, 105, 132, 
147, 148, 150, 151, 153, 154, 173, 175, 
198, 203-206, 219, 228, 230 

反 向 单调 , 201, 203 

方差 比 , 111, 123 

方差 保费 原理 , 89, 91, 98 

方差 保费 , 98 

方差 分 量 模型 , 111 


+ 232. 








方差 分 析 , 110, 114, 132 

非 齐 次 估计 量 , 114 

X22- 分 布 , 28, 29, 111, 123, 134, 137, 141, 
143, 146, 165, 168 

分 布 连接 函数 , 202, 203 

分 对 数 分 析 , 132, 154 

分 散 , 187 

分 离 定理 , 182 

分 离 模型 , 159, 167 

风险 保费 , 114, 115, 117, 119-121, 129 

风险 参数 , 117 

风险 结构 , 112 

风险 排序 , 171 

风险 厌恶 系数 , 4, 5, 7, 13, 19, 69, 85, 88, 
89, 91, 204 

复合 泊 松 变量 , 42 

复合 泊 松 分 布 , 36, 40-43, 45-47, 49, 
60~62, 64, 68~71, 73, 74, 89, 98, 117, 
132, 137, 169, 206, 219 

复合 二 项 分 布 , 47, 62 

复合 分 布 , 37, 38, 39, 47, 93, 188, 192, 
219 

复合 负 二 项 分 布 , 36, 40, 41, 47 

复合 几何 分 布 , 76, 77, 79, 83, 171, 181 

复合 , 171, 174, 179, 180 

负 二 项 分 布 , 33, 36, 40, 41, 44, 60, 125, 
126, 130, 131, 148, 150, 151, 185, 204, 
228, 230 

概率 单位 分 析 , 132, 154 

概率 母 函数 , 15, 25, 26, 33, 46, 210 

个 体 风险 模型 , 15, 22, 36, 48, 62, 171, 
181 

个 体 理赔 记录 , 109 

更 新 过 程 , 84 

广义 线性 模型 , 110, 131, 132, 134~136, 
140, 141, 143, 147, 152, 154, 159, 160 

红利 , 89, 90, 98 


后 验 分 布 , 126 

回归 , 111, 119, 131, 132, 164, 165 

混合 泊 松 分 布 , 117 

混合 分 布 , 16, 18, 125, 185 

极 大 似 然 估计 , 130, 132, 136, 153, 155, 
156, 160, 163 

集体 理赔 记录 , 109 

集中 , 187 

几何 分 布 , 77, 79, 228 

几何 分 离 法 , 163 

FHR, 111 

SHE, 100, 101, 105, 106, 124, 127-129, 
132, 134, 164 

交叉 分 类 模型 , 118 

较 大 风险 , 173 

结构 参数 , 110, 112, 117, 122, 125 

结构 分 布 , 40, 93, 112, 117, 125, 126, 185 

经 典 Buhimann 模 型 , 111 

经 验 法 则 , 58, 59, 64, 220 

经 验 费 率 系统 , 100, 109, 124, 127, 129 

SEEM, 5, 15, 17, 25, 26, 32, 33, 37, 
65, 70, 149~151, 178, 182, 183, 200, 
209, 210 

聚合 风险 模型 , 15, 36, 48, 50, 61, 63, 65, 
171, 181 

卷 积 , 15, 22, 23, 24, 25, 32, 33, 36, 38, 
43, 47, 52, 174, 181, 205 

均 方 误差 , 112~117, 119-121, 129, 159 

均匀 分 布 , 20, 23, 24, 27, 32, 61, 62, 174, 
197, 198, 202, 204-206, 208, 209, 
218, 227 

柯 西 分 布 , 25 

可 乘 模型 , 131, 133, 136, 138, 141, 143 

可 加 模型 , 131, 133, 135, 155 

可 加 性 , 93 

联结 函数 , 133, 134, 147 

链 梯 法 , 159, 160, 162, 163, 165, 167, 169, 





g 引 +233. 
170 圣彼得堡 导论 , 13 

链 梯 模型 , 165 算术 分 离 法 , 163, 166, 170 

列 联 表 , 134 随机 序 , 174, 176, 178, 180, 183, 203, 206, 

零 效 用 保费 原理 , 94 219 

零 效 用 保费 , 91, 172, 185 损失 比 , 109 

FAM, 13, 32, 88 特征 函数 , 15, 25, 210 


流量 三 角形 , 157, 158, 160, 162, 163, 170 
马尔 可 夫 过 程 , 103 
等 效用 , 5, 13 


逆 高 斯 分 布 , 34, 51, 63, 85, 131, 133, 147, 


148, 151, 227, 230 
偏差 , 141-143 
偏 度 , 26, 28, 29, 33, 48, 51, 54~56, 63, 
131, 155, 183, 206, 207, 211, 217, 219 
平方 效用 , 5, 6, 7, 13 


平衡 Bublmann 模型 , 110, 112, 114, 117, 


123 

平滑 性 , 93, 94 

平均 值 保费 原理 , 92, 94 

平移 伽 玛 分 布 , 29, 54, 56, 61 

平移 伽 玛 近似 , 15, 28, 29, 33, 34, 56, 57, 
61, 229 

破产 概率 , 65. 66, 71-73, 78, 80-82, 85, 
88, 89, 171, 182, 189, 192 

破产 过 程 , 188, 206 

破产 理论 , 65 

期 望 效用 , 1, 8, 10, 73, 88, 178, 185 

期 望 值 保费 原理 , 91, 95 

齐 次 保单 组 合 , 116 

齐 次 估计 量 , 112, 120 

齐 次 线性 估计 量 , 113 

RAMA, 146, 165, 166, 168 

强度 , 67, 87, 124, 127 

权重 , 119, 133, 136, 142 

散布 参数 , 133, 134, 141-143, 149, 152 

示 性 函数 , 23 

收缩 效应 , 115 


特征 向 量 , 104, 107 

同 单调 , 173, 195, 197~203, 207, 208, 220 

凸 序 , 178, 193, 197, 199-201 

TEMBE, 109 

停止 损失 保费 , 8, 9, 17, 45, 54~57, 177, 
189, 191, 192, 206, 229 

停止 损失 序 的 分 离 定 理 , 177 

停止 损失 序 , 171, 177, 178~182, 184, 185, 
187, 188, 192, 193, 204, 206, 207, 219 

停止 损失 再 保险 , 1, 8-10, 13, 53, 74, 184 

伪 估 计量 , 124 

BARR, 105-108 

稳 态 分 布 , 104, 107, 130 

无 记忆 性 , 66, 68, 77, 103 

无 偏 性 , 113~115, 117, 120, 121, 124, 129, 
130, 186 

无 穷 可 分 分 布 , 41 

先 验 分 布 , 126 

现时 情况 支付 , 157 

相对 安全 附加 系数 , 13, 68, 74~76,78， 
85~87, 181, 211 

相 容 性 , 92, 94 

相依 度量 , 201, 220 

相依 随机 变量 之 和 , 192 

稀疏 向 量 算法 , 36, 43, 60 

线性 效用 , 5, 94 

效用 函数 , 1-5, 8, 12, 13, 89, 174, 178, 
184, 205 

效用 均衡 方程 , 4, 185 

效用 理论 , 1, 174, 193 

协 方差 结构 , 110 


+ 234. 





信和 度 保费 , 109, 114, 116, 129 

信 度 模型 , 118 

信 度 因子 , 109, 112-114 

信 度 预报 , 126 

信 度 理论 , 109, 110, 117, 132, 199 

信息 和 矩阵, 154 

虚拟 变量 , 135, 164 

EMER, 116, 126, 128 

厌恶 风险 系数 , 5 

厌恶 风险 , 3, 7, 12 

因子 分 解 定理 , 153 

HRW, 66, 76, 77, 80 

责任 险 , 15, 19, 101, 157~159, 161, 163 

折 现 因子 , 199 

TEAS A, 14, 15, 26, 27, 32-34, 39, 41, 
47, 51, 54, 58, 60, 63, 64, 73, 86, 110, 


123, 131~134, 139, 141~143, 147, 148, 


151, 153-155, 183, 197, 199, 200, 
208~210, 220, 227, 229, 230 

正 态 功效 近似 , 15, 28, 30, 33-35, 55, 56 
61, 229 

指数 保费 原理 , 91, 93, 94 

指数 保费 , 5, 13, 85, 88~93, 98, 172, 185, 
204 

指数 分 布 , 6, 19, 33, 38, 39, 50-52, 
63~66, 68, 69, 72, 80, 81, 83, 85-87, 
90, 98, 142, 183, 205, 227 


指数 散布 族 , 131, 132, 142, 147-152, 156, 


160 

指数 效用 , 5-7, 13, 19, 69, 85, 94, 95, 
205 

指数 序 , 178, 182, 206, 219 

中 心 极限 定理 , 26, 28-31, 34, 47, 48, 56, 
61, 172, 211 

重 登 理赔 次 数 , 128 

逐次 置换 法 , 136~139, 141 

转移 概率 矩阵 , 108 


BBM, 8, 45, 53, 54, 58, 59 

自然 权重 , 118-120, 133 

组 间 均 方 和 , 111 

组 间 平方 和 , 110 

组 内 均 方 和 , 111 

组 内 平方 和 , 110 

最 大 保费 , 1, 4~7, 12, 19 

最 大 损失 保费 原理 , 92, 94 

最 大 累积 损失 , 76, 79, 83, 181 

最 小 保费 , 1, 4, 5, 88 

最 小 二 乘法 , 117, 139, 142, 155, 160 

最 小 x2 估计 , 136 

最 优 再 保险 , 30, 184 

伽 玛 分 布 , 7, 29, 33, 34, 39, 41, 51, 53, 
54, 81, 83, 85, 86, 98, 110, 125~128, 
130, 131, 133, 139, 140, 142, 143, 147, 
148, 151, 153, 155, 168, 169, 171, 182, 
185, 203, 205, 211, 218, 227, 230 

$, 70, 71 

RAM BR, 51, 147, 149 

累积 量 母 函数 , 15, 25, 26, 60, 89, 98, 149, 
151, 210 

利息 期 限 结构 , 199 

Allaist#i€, 7 

Bühlmann, 90, 117 

Biihimann 模 型 , 117, 119, 122 

Bühlmann-Straub, 110 

Bahlmann-Straub 模 型 , 118~120, 122, 
130 

Bühlmann, 88 

Bailey-Simon, 136, 140 

Bailey-Simon 方 法 , 155, 217 

Bayes 估计 , 127 

Beekman 卷 积 公式 , 76, 79 

Bernoulli 分 布 , 18, 32, 33, 48, 53, 58, 64, 
94, 95, 174, 178, 179, 181, 184, 198, 
203, 204, 206, 209, 218~220 


索 引 +235. 





Bonferroni 不 等 式 , 201, 207 Jewell 分 层 模型 , 118 

Buhlmann-Straub, 133 Kendall 7, 208 

Chebyshev 不 等 式 , 72 Loimaranta 功效 , 100, 105~108, 130 
Coxian 分 布 , 52 Lundberg 指数 上 界 , 65, 68, 70, 72, 171, 


De Vijlder 信 度 模型 , 118 

De Vijlder 最 小 二 乘法 , 164 
Esscher 变换 , 92, 98, 151, 156 
Esscher 保费 原理 , 92, 98 


182 
Nelder, 132, 153, 154 
Panjer 递 推 , 36, 43~47, 50, 60, 63, 84 


Esscher 保费 , 98 Pareto 分 布 ,63 

Fisher 评分 技巧 , 154 了 Pearson 乘积 矩 相关 系数 , 201, 203 
Fréchet /Höffding E J+, 195, 202 PQD, 201, 202, 208 

Fréchet /Hoffding F ##, 201, 202 Rao-Blackwell 定 理 , 186 
GenMod, 132 RBNFS, 157 

Gerber, 88, 94 S-Plus, 132 

GLIM, 132, 135 SAS, 132 

Goovaerts, 94 Sklar iz #2, 208 

Halder 不 等 式 , 98, 99 Spearman 秩 相关 系数 , 201, 203, 208, 220 
Hachemeister, 119 Verbeek 不 等 式 , 192 

IBNER, 157 Wedderburn, 132, 147, 153, 154 
IBNFR, 157 Welder, 147 

IBNR, 118, 132, 157, 159, 160, 164, 169 Yaari 对 偶 理论 , 7, 8 


Jensen 不 等 式 , 3, 6, 12, 209 


